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WPROWADZENIE

Pod koniec 2005 r. Centralna Komisja Egzaminacyjna
uruchomita, wspolfinansowany przez Europejski Fundusz
Spoteczny, projekt pod tytutem:

Badanie podstawowych umiejetnosci uczniow trzecich klas
szkoly podstawowej.

Celem tego projektu byto zebranie informacji na temat
rzeczywistego zakresu oraz poziomu opanowania podstawo-
wych umieje¢tnosci przez ucznidw konczacych 1 etap ksztat-
cenia, a takze czynnikéw srodowiskowych i edukacyjnych,
wptywajacych na te umiejg¢tnosci.

Na przetomie maja i czerwca 2006 r. w 137 szkotach na
terenie catej Polski przeprowadzono seri¢ testow osiagnigc
szkolnych, w ktérych uczestniczylo prawie 2500 trzecio-
klasistow. Uczniowie otrzymali do rozwigzania tacznie
siedem zestawow zadan — trzy testy dotyczace umiejgtnosci
jezykowych oraz cztery testy badajace umiejgtnosci mate-
matyczne. Pozwolito to zebraé¢ informacje nie tylko o pozio-
mie poszczegdlnych badanych umiejetnosci w skali calego
kraju, ale takze o bardziej lub mniej typowych sposobach
rozumowania uczniow — zaré6wno w kategorii rozwigzan
poprawnych, jak i blgdnych.

Pod koniec pazdziernika 2006 r. w ramach projektu
przeprowadzono badanie dodatkowe, ktorym objeto ponad
400 uczniow klas czwartych — uczestnikow badania trzecio-
klasistow sprzed prawie pigciu miesigcy. Jego celem byla
proba oceny, w jakim stopniu w tym okresie ulegly zmianie
niektére wazne matematyczne umiejetnosci uczniow. Czwar-
toklasisci otrzymali dwa zestawy zadan matematycznych,
wsrod ktorych znalazla si¢ cze$¢ zadan z testow wykorzysta-
nych w badaniu w klasach trzecich. Zadania przedstawiono
dzieciom w niezmienionej postaci lub tez rozniace si¢ od
pierwowzoru jedynie wykorzystywanymi liczbami.

W badaniu klas czwartych wzigly udziat te szkoty z ba-
dania zasadniczego, ktorych dyrektorzy wyrazili na to zgodg
— w wigkszos$ci byly to szkoty wiejskie. Sposoéb doboru szkot
sprawil, ze proba ta nie jest reprezentatywna dla polskiego
systemu edukacji, jednaki tak poréwnanie wynikow obu
testow dostarcza ciekawego materiatu do rozwazan.

W niniejszym opracowaniu chcemy zaprezentowac
wyniki badan i przyktady uczniowskich rozumowan w za-
kresie kilku podstawowych dla I etapu ksztalcenia umie-
jetno$ci matematycznych, np. umiejgtnosci rozwiazywania
zadan tekstowych czy wykonywania obliczen zlozonych.



Analiza tych wynikow jest dobra okazja do refleksji
nad stanem polskiej edukacji poczatkowej oraz panujacymi
w szkole stereotypami edukacyjnymi.

Mamy nadziejg, ze zaréwno przedstawione wyniki, jak
i towarzyszacy im bogaty komentarz metodyczny, zachgca
nauczycieli klas 1-3, oraz nauczycieli matematyki klas 4—6,
do refleksji takze nad doskonaleniem whasnego warsztatu za-
wodowego.

Wigcej informacji na temat badan mozna znalez¢ w ra-
porcie konncowym na stronie www.cke.edu.pl.



STRUKTURA SYSTEMU DZIESIETNEGO

Klasy 1-3 w polskiej tradycji edukacyjnej ,,0d zawsze”
zdominowane byly przez ,,rachunki” — takie tez jest pierwsze
skojarzenie wiekszosci 0s6b wracajacych myslami do poczat-
koéw swojej szkolnej edukacji: Rachunki, rachunki, rachunki.
Wystarczy rzut oka na obowiazujaca podstawe programowa
czy wykorzystywane aktualnie podregczniki, aby przekonaé
sig, ze wciaz taka wilasnie jest rzeczywistos¢ wspotczesnej
szkoty polskie;j.

Z tego powodu wazne jest wigc, zwlaszcza z punktu wi-
dzenia efektywnosci procesu ksztatcenia, dobre zrozumienie
przez uczniéw systemu dziesigtnego i jego struktury. Zapisy-
wanie, odczytywanie i pordwnywanie liczb, wykonywanie
obliczen w pamigci oraz pisemnie, postugiwanie si¢ liczbami
w zyciu codziennym — wszystkie te umiejetnosci (i wiele
innych) budowane sg na bazie stopniowo rozwijanej u dzieci
wiedzy o systemie dziesigtnym.

Wiedza ta nie jest tatwa ani do zrozumienia, ani stoso-
wania, o czym $wiadczy takze historia.

System dziesigtny zostat wprowadzony do uzytku przez
Hindusow w I tysiacleciu naszej ery, a do Europy dotart,
dzigki Arabom, okoto XIII wieku. Kilka wiekéw mingto,
zanim Europejczycy oswoili si¢ z notacja dziesigtng i zaczeli
ja powszechnie stosowac. Nasi uczniowie musza to zrobic
w nieporownywalnie krotszym czasie. Z jakim skutkiem?

W testach wykorzystanych do badania umiejetnosci
uczniéw klas trzecich znajdowaly si¢ dwa zadania wprost
nawigzujace do struktury systemu dziesig¢tnego:

4, W kazde okienko wpisz pasujacy cyire.
D16 > 178 w8 l<[l oills>[Hk2>14]
5. W tych liczbach dwucyfrowych zamazano mektore cyvity.

Tam, gdzie to nadal mozliwe, wstaw w okienko znak = albo <.
W pozostale oldenka wstaw znak zapytania.

> @704 w205 ofsJu

Pierwsze zadanie jest typowe — do wigkszosci okienek
pasuje wigcej niz jedna cyfra, co takze ma wplyw na poziom
jego zlozonosci. Z rozwigzaniem tego zadania uczniowie nie
mieli trudnosci. Kolejne przyktady uzupetito dobrze odpo-
wiednio: 91,5%, 85,8% oraz 81,8% dzieci (por. diagram 1).



W przypadku tego zadania prawie % ucznidow uzupetnito
poprawnie wszystkie trzy przyktady (por. diagram 2).

Zadanie 5. ma nietypowy charakter, prawdopodobnie
wigkszo$¢ badanych ucznidw nie rozwigzywata w szkole
tego typu zadan. W efekcie dziecko stangto przed nowym dla
siebie wyzwaniem. Nie mogac odwolac si¢ do pamigci w po-
szukiwaniu skutecznego sposobu pokonania trudnosci,
musiato ujawni¢, na ile potrafi postugiwac si¢ swoja wiedza
z zakresu struktury systemu dziesi¢gtnego oraz na ile wiedza
ta ma operacyjny charakter. Zadanie to wypadto zdecydo-
wanie gorzej od poprzedniego — poziom poprawnosci dla
kolejnych przyktadow wyniost: 19,2%, 30,4% 1 34,2% (por.
diagram 1), a prawie potowa ucznidow nie uzupetnita dobrze
ani jednego przyktadu (por. diagram 2).
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Diagram 1. Por6wnywanie liczb naturalnych — procent poprawnych rozwigzan.
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Diagram 2. Por6wnywanie liczb naturalnych — procent poprawnie uzupetnionych przyktadow.



Liczba btednych rozwiazan zadania 4. byta stosunkowo nie-
wielka i nalezy sadzi¢, ze — przynajmniej w czgséci — bledy te
byly efektem nieuwagi uczniow:

a) 1[4]6 > 178 b) 8[1] < [1]0 o 1[3]5 > 142 > 14[9]

a) 1[7]6 > 178 ® 8[0] < [£lo o 1715 > [142 > 140]

Duzo wigcej ciekawego materialu do analizy dostar-
czaja rozwigzania drugiego z omawianych zadan. Bardzo
czytelnie pokazuja one, w jaki sposdb najczesciej rozu-
mowali uczniowie i jakie przy tym przezywali rozterki:

2 @188 w@FP)s o Hu

3 3
a) ‘7 K] 48 b)2‘6'5 0)53 Sl
3 § _ ) %\ x
2 @104 »@EPs o En
<

Jak pokazuja przyklady, niektérzy uczniowie podsta-
wiali w miejsce kleksa jakas cyfre i wpisywali w okienko
znak odpowiedni dla otrzymanej konkretnej sytuacji.

W przypadku przyktadéw a i b musiato to doprowadzié
do btednych odpowiedzi.

Dziwi jednak staby wynik w przyktadzie ¢ (34,2%),
w ktérym ta akurat strategia gwarantuje sukces. Wydaje sig,
ze w tym przypadku wigkszos$¢ dzieci skupita si¢ na widocz-
nej czescei zapisu liczb, a nie na sensie catosci zapisu.

Pozostali uczniowie zdecydowali si¢ prawdopodobnie
na kilka prob i wyciagneli z nich wlasciwe (w czgsci lub
w catosci) wnioski:
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Zadanie 5. wykorzystane zostato takze w testach prze-
prowadzonych w klasie 4. Wyniki uczniéw (tych samych!)
byly o kilka procent lepsze niz w klasie 3, odpowiednio:
272%, 38,1% 1 39,5%. Jak widaé, w obu przypadkach
hierarchia trudnosci przyktadéw byta analogiczna, a przyktad
¢ w klasie 4 nadal okazywat si¢ rownie trudny jak pozostale.

W  wigkszosci stosowanych programéw nauczania
oraz podrecznikéw rozwijanie umiejetnosci matematycznych
uczniow w klasie 4 rozpoczyna si¢ od szeregu tematow
dotyczacych wlasnie systemu dziesigtnego: zapisywania
i odczytywania liczb wielocyfrowych, porownywania ich,
znaczenia cyfr w liczbie wielocyfrowej itp. Przytoczone
wyniki nasuwaja przypuszczenie, ze w przypadku znacznej
czgsci uczniow nie spowodowalo to istotnej zmiany w ro-
zumieniu systemu dziesigtnego w stosunku do stanu z konca
klasy 3.

/Va//fcérw 2€n2, /afen 7;;@4(

Wyodrebni¢ mozna dwa typowe sposoby wprowa-
dzania nowych pojeé czy symboli matematycznych':

1) wprowadzamy nowe pojecie czy symbol matema-
tyczny, odwotujac si¢ do innych pojec i symboli, z kto-
rymi uczniowie zapoznali si¢ juz wczesniej, po czym
szukamy przyktadow czy sytuacji zyciowych, ktore
pozwola uczniom zrozumie¢ sens i przydatno$¢ danego
pojecia lub symbolu;

2) zaczynamy od zorganizowania takiej sytuacji i urucho-
mienia takich dziatan uczniéw, z ktérych wynika sens
1 uzytecznos¢ interesujgcego nas pojegcia czy symbolu,
po czym, gdy ,,grunt bgdzie juz przygotowany”, wpro-
wadzamy odpowiednia nazwe czy znak.

Warto zwr6ci¢ uwage na to, ze oba podejscia sktadaja
si¢ doktadnie z tych samych dwoch etapéw — nazwijmy je

! Zob. H. Freudenthal, Mathematics as an Educational Task, Reidel, Dordrecht 1973.
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odpowiednio: etapem nadawania sensu 1 etapem definio-
wania — tyle, ze ulozonych w odwrotnej kolejnosci.

Pierwsze podejscie: najpierw definicja, potem sens jest
w polskiej szkole zdecydowanie bardziej rozpowszechnione,
niezaleznie od wieku ucznidow. Drugie: najpierw sens, potem
nazwa czy symbol, zgodne ze wspodlczesng wiedza psycho-
logiczng 1 pedagogiczna, jest zdecydowanie skuteczniejsze.
Jego przydatnos¢ jest tym wigksza, im uczen jest mtodszy,
a jego sposob myslenia bardziej konkretny.

Dlaczego wigc tak chetnie siggamy po przekaz werbal-
ny z duza iloscia symboliki? Przeciez, w ostatecznym roz-
rachunku, zaréwno jedno, jak i drugie podejscie zajmuja i tak
mniej wigcej tyle samo czasu oraz wymagaja poréwny-
walnego wysitku — oczywiscie, o ile tylko chcemy, aby nasi
uczniowie cho¢ w czgsdci zrozumieli to, czego si¢ ucza.

Dziecko, uczac sig, tworzy trzy typy reprezentacji
opisujacych badany i poznawany $wiat: enaktywne, ikoniczne
i symboliczne®. Upraszczajac nieco — dziecko moze komu-
nikowaé si¢ z otaczajacym $wiatem (z rodzicami, nauczy-
cielem, rowiesnikami, rozwiazywanym zadaniem, ...) na
trzech poziomach ztozonosci jezyka:

—enaktywnie, czyli za pomoca gestow i dziatania;

—ikonicznie, czyli uzywajac rysunkow, ktore oznaczaja
to, co przedstawiaja, wigc moga by¢ zrozumiale bez zadnych
dodatkowych umoéw i ustalen;

oraz

—symbolicznie, czyli za posrednictwem obrazkow
0 umownym znaczeniu; ich zrozumienie jest mozliwe dopie-
ro wowczas, gdy komunikujace si¢ osoby umoéwig sie, co
doktadnie one przedstawiaja, jaki jest ich sens.

Dziecko (i zazwyczaj takze dorosty), badajac i poznajac
jaki$ nowy obszar $wiata, sigga czgsto po wszystkie trzy typy
reprezentacji i to na ogo6l w takiej wtasnie kolejnosci, jaka
podano wyzej — kolejnos¢ ta oddaje naturalng ztozonos¢ tych
trzech sposobow komunikowania sig.

Ptynie stad nauka, ktorej wagi nie sposob przecenic:
starajmy si¢ tak organizowaé proces uczenia si¢, aby
dziecko zaczynalo swoje mySlenie i dzialanie, o ile tylko
odczuje taka potrzebe, na poziomie enaktywnym oraz
ikonicznym po to, aby moglo by¢ aktywne intelektualnie
i ze swoich dzialan moglo wydobywa¢é sens tego, co jest
naszym edukacyjnym celem. Wlasciwa nazwa czy symbol
powinny pojawia¢ si¢ dopiero wowczas, gdy dziecko wie
i rozumie, co beda one oznacza¢. Dopiero wtedy jest ono tak

2 Zob. J. Bruner, Poza dostarczone informacje, Warszawa, PWN 1978.
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naprawd¢ gotowe zrozumiec¢ i zapamigta¢ poznawane pojgcie
czy symbol — jest gotowe si¢ nim postugiwac.

Na potrzebe, czy nawet konieczno$¢, takiej wilasnie
caja uwage takze wybitni matematycy’. Jezyk matematyki —
nazwy 1isymbole — jest tworzony po to, aby ulatwic
komunikowanie si¢, aby pewne informacje mozna bylo
przekazywac szybciej, prosciej(!) i bardziej niezawodnie.
Bedzie dobrze pehit swoja funkcje, gdy sens pojeé¢ i symboli
bedzie w procesie uczenia si¢ poprzedza¢ ich nazwy.
Powtérzmy raz jeszcze: najpierw sens, potem symbol!

Po tych bardziej ogdlnych refleksjach, do ktorych jesz-
cze wielokrotnie bedziemy nawigzywac, wro¢my do systemu
dziesigtnego.

ZV/WCZ%C/ 7[6’4‘,2#1‘/"{ av WZ'W7A6 ﬂcZ%

Z systemem dziesigtnym uczen obcuje od poczatku do
konca swojego ksztatcenia. Budowanie i poglebianie jego
rozumienia to proces, ktory trwa catymi latami — po liczbach
naturalnych w $wiadomos$ci ucznia pojawiaja si¢ liczby
dziesigtne, po liczbach wymiernych — liczby rzeczywiste.
Proces ten przebiega duzo plynniej, gdy od poczatku wiedza
dziecka budowana jest na bazie wlasciwych wizualnych
wyobrazen. Najtatwiej 1 najlepiej je tworzyé, dajac uczniom
mozliwos$¢ operowania dobrze dobranymi modelami.

Jesli uwaznie rozejrzymy si¢ wokot, na pewno dostrze-
zemy przedmioty, ktore mogg pomdc w tworzeniu podwalin
wiedzy dzieci na temat systemu dziesigtnego. Jedna z naj-
prostszych pomocy dydaktycznych, a rownoczesnie sytuacyj-
nie i merytorycznie najbogatszych, sa przezroczyste foliowe
woreczki z zamknigciem strunowym oraz zetony.

Gdy mamy przed soba kilkanascie zetondw, najbez-
pieczniejsza metoda ich przeliczenia jest oddzielenie dziesig- ¥
ciu z nich. Ta sama strategia postgpowania zdaje doskonale ﬁ_ -_— e -
egzamin przy przeliczaniu wiekszej liczby przedmiotow —  #-
zeby si¢ nie pomyli¢, warto grupowac je po dziesig¢. ‘

Teraz juz tylko wystarczy wlozy¢ po 10 zetonow do
kazdego woreczka, zamkna¢ je — i pomoc gotowa:
¢e¢ ¢

? Por. np. Rene Thom, Matematyka ,, nowoczesna” — pomytka pedagogiczna i filozoficzna?
,»Wiadomosci Matematyczne”, XVIII, 1974.

12



Siggajac po tg pomoc, warto pamig¢taé o tym, zeby:

—  umoéwic si¢ z dzieémi, ze w woreczku musi by¢ 10
zetonow, nie 8, 9 czy 11, ale zawsze 10; jesli nie ma ich
tylu, to woreczek zostaje pusty;

—  wszystkie woreczki i zetony byty identyczne: tej samej
wielkosei 1 tego samego koloru, w innym przypadku
uczniowie szybko zaczng wprowadza¢ dodatkowe
kody, ktére najprawdopodobniej zmienia i zaburza cha-
rakter pomocy; pamigtajmy o tym, ze zwlaszcza kolor
jest bardzo silnie oddziatujaca cecha przedmiotu.

Teraz uczniowie moga juz (prawie) wszystko z zakresu
»pierwszej setki”, np. moga;

—  ustalad, ile jest tacznie zetondw (cztery woreczki i jesz-
cze pieé zetonow, to cztery dziesiqtki, czyli 40 i jeszcze
5, czyli 45),

—  szybko dobiera¢ odpowiednia liczbe zetonow (56 —
potrzebujemy 5 woreczkow i jeszcze 6 zetonow),

—  poréwnywac ilosci(!) zetonéw i samodzielnie odkrywac
oraz formutowac reguty rzadzace poréwnywaniem liczb
dwucyfrowych,

- formutowac, operujac modelem, zadania, zagadki,
pytania, problemy zwiazane z systemem dziesigtnym,
co uruchamia aktywnos$¢ intelektualng dzieci i poglebia
rozumienie samego systemu.

Stowo ilosé¢ jest uzyte powyzej Swiadomie, cho¢ purys-
ci jezykowi pewnie woleliby w tym miejscu zobaczy¢ stowo
liczba. Pamigtajmy jednak, ze stowo ilos¢ jest naturalnie
jezykowo zwiazane z pytaniem ile — gdy zadajemy pytanie
zaczynajace si¢ od ile, pytamy o ilos¢ pewnych obicktow,
a podawana w odpowiedzi liczba jest miarg ilosci, tak samo
jak litry sa miara pojemnosci, a metry dlugo$ci. Pozwalajmy,
aby jezyk ucznia rost razem z nim.

Warto, aby dzieci, operujac tym narz¢dziem mogly
przechodzi¢ kolejno przez wszystkie wspomniane wczesniej
poziomy komunikowania si¢: najpierw dziatanie z pomoca
modelu, potem stopniowo coraz bardziej uproszczony rysu-
nek, na koncu zapis symboliczny, takze o stopniowo rosna-
cym poziomie formalizmu. Pozwoli im to $wiadomie i ze
zrozumieniem poszerzaé¢ swoj matematyczny jezyk:

13



Rozszerzajac zakres liczbowy do 1000, stajemy przed
wyborem: Pakowa¢ po dziesie¢ woreczkow z Zetonami do
wigkszych torebek czy poszukaé innego modelu? Na przyktad
takiego:

Niezaleznie od tego, czy naszym celem jest rozwijanie
arytmetycznych, czy geometrycznych umiejetnosci uczniow,
warto pamigta¢ o tym, ze im wigcej dobrych modeli beda
mieli uczniowie w rekach, tym pelniejsze, lepsze i bardziej
no$ne bedg ich intuicje 1 wyobrazenia.

Modele pokazane powyzej (i inne o podobnie natural-
nym charakterze) pozwalaja na zobaczenie struktury systemu
dziesigtnego na wilasne oczy, bez zadnych utrudnien czy
zaktocen. Nie zastgpig ich zadne ustne opisy 1 wyjasnienia,
zabawy kartami czy dziesigcio$cienna kostka z cyframi od 0
do 9, tabelki lub inne pomoce o symbolicznym charakterze,
cho¢ oczywiscie moga one stopniowo poglebiac i poszerzac
wiedzg¢ uczniow.

14
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Jedna z takich pomocy, o ktorej warto tu dodatkowo
wspomnie¢, poniewaz daje uczniom wiele edukacyjnych
mozliwosci, a wciaz jest w naszej szkole malo znana, jest
tzw. plansza stu liczb:

91 |92 |93 |94 |95 |96 |97 |98 |99 |100
81 |82 |83 |84 85 |86 |87 |88 |89 |90
71 |72 |73 |74 |75 |76 |77 |78 |79 | 80
61 62 |63 |64 |65 |66 |67 |68 |69 | 70
51 |52 |53 |54 |55 |56 |57 |58 |59 | 60
41 (42 (43 |44 |45 |46 |47 |48 |49 | B0
3132|3334 35|36 37|38 |39 40
21 |22 123 |24 (25 |26 |27 |28 |29 | 30
11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 | 20

11 2| 3| 4, 5| 6|, 7| 8| 9|10

Warto zwroéci¢ uwage na sposdb, w jaki ponumero-
wane sa kolejne pola tej planszy. Pierwszy wiersz od dotu to
I dziesiatka, drugi wiersz to II dziesiatka itd., w kazdym
wierszu liczby uporzadkowane sg rosnaco. Pierwsza kolum-
na od lewej strony to liczby, w ktorych cyfra jednosci jest 1,
druga kolumna ma cyfre¢ jednosci 2 itd.

Taki uktad liczb jest zamierzony — ma na celu pokazanie,
cho¢ w inny spos6b niz we wezesniejszych pomocach, struk-
tury systemu dziesigtnego, w tym m.in. roli cyfr w liczbie
dwucyfrowej. Ta plansza jest takze poteznym liczydlem, zeby
to dostrzec wystarczy siggnac po pionek i zacza¢ wedrowke po
jej polach.

Kazdy ruch w prawo to dodawanie: do numeru pola,
z ktorego ruszamy dodajemy liczbe krokow: 34 + 3 = 37, bo
jesli ruszamy z pola 34 irobimy trzy kroki w prawo, to
stajemy na polu 37. Obowiazuje przy tym tylko jedna zasada —
wedrujemy po polach zgodnie z ich numerami, zatem
nastgpnym polem po polu 10 jest pole 11, a po polu 40 — pole
41. Stwarza to uczniom okazj¢ do budowania strategii
przekraczania progéw dziesigtkowych: najpierw do pelnej
dziesiatki, a potem reszta. Analogicznie: kazdy ruch w lewo to
odejmowanie.

Skok o jeden wiersz do gory, to dodanie jednej dziesiatki
do liczby, na ktorej stal pionek, skok o trzy wiersze —
to dodanie 30. Zejscie o jeden wiersz w dol — to odjecie
dziesiatki itd.
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Dziecko, bawiac si¢ plansza lub grajac na niej w jakas
gr¢ ma mozliwos¢ samodzielnego rozwijania swojej spraw-
nosci rachunkowej, a nawet odkrywania pewnych strategii
rachunkowych, np. doda¢ 9 to ruch do goéry i w lewo, czyli
dodanie 10 i odjecie 1 itp.

Warto po t¢ plansz¢ sigga¢ i to jak najczesciej.
Pamigtajmy jednak, ze przemawia ona do ucznia jezykiem
symboli — odkrycie jej tajemnic wymaga nieco czasu.

Symboliczne w swym charakterze jest takze wyko-
rzystywanie np. zetonéw roéznej wielkosci czy koloru do
reprezentowania liczb. Jesli umoéwimy sig¢, ze wigkszy zeton
ma warto$¢ 10, a mniejszy 1, to zetony ze zdjgcia przedsta-

wiaja liczbe 35.

W/ ...

No wtlasnie, jesli si¢ uméwimy! Ta umowa daje nam
uzyteczne narzedzie do sprawnego liczenia, ale nie do
pokazania, wbrew ewentualnej nadziei, istoty systemu
dziesigtnego.

C/ ro czy [céz/a/-z

Jezyk, ktorym postugujemy si¢, méwiac o liczbach
zapisanych dziesig¢tnie, jest dos¢ trudny, co dodatkowo kom-
plikuje nam zycie. Oto kilka ilustrujacych to przyktadow:

— czym innym jest np. liczba dziesiatek w liczbie, a zupel-
nie czym innym cyfra dziesigtek: w liczbie 354 jest 35
dziesiatek (tyle bytoby woreczkéw z zetonami), ale jej
cyfra dziesiatek jest 5; na liczbe t¢ sktada si¢ 354 jednosci
(zetondw), ale jej cyfra jednosci jest 4;

— liczba 346 jest liczbg trzycyfrowa, liczba 222 takze, choc¢
zapisano ja za pomocg tylko jednej cyfry: 2;

— ile liczb dwucyfrowych mozna zbudowac¢ z cyfr 5 i 8:
dwie czy cztery?

Mowienie o liczbach w systemie dziesi¢tnym wymaga
w wielu sytuacjach uwagi i precyzji. Trudno o to, gdy znacz-
na czgs¢ dzieci, a takze ludzi dorostych, uzywa pojeé¢ cyfra i
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liczba wymiennie. Skad si¢ bierze to powszechne juz
zjawisko?

Mozna zaryzykowaé teze, ze sami sobie tworzymy ten
ktopot. Stowo cyfra pada po raz pierwszy (i wiele razy
kolejnych) wowczas, gdy dzieci operuja liczbami jedno-
cyfrowymi: 7 jest raz znakiem graficznym, czyli cyfra, a za-
raz potem liczba okreslajacg ilos¢ jabtek w koszyku. I tak na
zmiang: cyfra 3, liczba 3, cyfra 8 i liczba 8 — i ani jednego
przyktadu liczby, ktory burzylby wiasnie powstajace w ucz-
niu przekonanie, ze cyfra i liczba to to samo. Zadne werbalne
rozroznianie cyfry i liczby nie usuwa tego mankamentu
definiowania — gdy wprowadzamy jakas$ definicje nalezy
pokaza¢ zarowno obiekty t¢ definicj¢ spetniajace, jak i takie,
ktére do definiowanej klasy nie naleza.

Czy statoby si¢ co$ zlego, gdybysmy przez pierwsze
dwa albo trzy lata nauki, np. od ,,zeréwki” do klasy 2,
w ogole w kontaktach z dzie¢mi nie uzywali stowa cyfra
i wprowadzili je dopiero wowczas, gdy dzieci buduja (np.
uzywajac kart z cyframi) liczby dwu- czy trzycyfrowe?

Sprobujmy zapomnie€ o: bo tak zawsze bylo, zawsze tak
si¢ przeciez robi, taka jest tradycja itp. i zastanowi¢ si¢ nad
konsekwencjami zniknigcia tego okreslenia na jaki§ czas
z naszego slownika. By¢ moze okaze si¢, ze odpowiedzig na
tak postawione pytanie jest: nic zlego by si¢ nie stalo, bo ta
nazwa tak naprawde wcale przez te poczqtkowe lata nie jest
potrzebna! A moze nawet moéwienie o liczbach byloby
prostsze: tak zapisujemy liczbe 3, tak 7, a tak liczbe 10 —
i koniec.

ﬁaz/pﬂ/kah/wc/ Woreezelr

Gdy juz raz uruchomili$my dzigki woreczkom i zeto-
nom dzialania dzieci, to warto z pomoca tego narzedzia
zrobi¢ kolejny krok i zorganizowaé taka sytuacje, w ktorej
uczniowie beda np.:

— uzupehiaé liczb¢ zetondéw tak, aby wszystkie zetony
znalazly si¢ w woreczkach, czyli dopetnia¢ do petlnych
dziesiatek;

— ustalaé, ile zetonéw maja tacznie dwie osoby, czyli
dodawaé, takze z przekraczaniem progu dziesiatkowego;

— ustala¢, ile zetonow zostanie, jesli zabierzemy pewna
ilo$¢ woreczkow 1 zetondéw, czyli odejmowaé, takze
z przekraczaniem progu dziesiatkowego.
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Jesli Adam ma 2 woreczki i jeszcze 7 Zzetonow, a Ewa
ma 3 woreczki 1 5 zetonow to — aby ustalié, ile majg razem —
wystarczy (tak jak zawsze przy dodawaniu na konkretach)
ztozy¢ wszystko razem: 5 woreczkow i jeszcze 12 zetonow.
Na koniec warto zapakowac¢ 10 zetonéw do nowego worecz-
ka, aby lepiej byto widaé, ile jest wszystkich zetondow razem:

Nie sprawi tez dziecku trudnosci przedstawienie catej
operacji na rysunku.

Przypomnijmy raz jeszcze: dziatanie i rysunek buduja
rozumienie, nadaja sens kryjacym si¢ za nimi matema-
tycznym operacjom. W $lad za nimi moze (i powinien) is¢
zapis symboliczny — dzigki takiemu wlasnie nastgpstwu
symbole wynikaja z wczesniejszych doswiadczen dziecka,
zaczynajg mie¢ dla niego pewien ,,konkretny” sens.

Jak bedzie wygladaé zapis symboliczny pokazanej na
zdjeciach sytuacji? Moze on przyja¢ rézne formy, zwlaszcza
gdy uczniowie sami bgda go tworzy¢, np.:

Lt 455 = 5042762
Ut +35= 50+10+2, 267
2% +3§: 20+3%0¢t '-\)f-r-s': 50-*41:»62

+

S 0] (Peo|
ol Ol+Z| o

&2
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Po naszej podpowiedzi, ze dodawane liczby wygodnie
jest zapisywa¢ jedna pod druga, moze powstac takze taki
zapis (por. s. 63):

Na stole leza: 6 woreczkow, 1 jeszcze 4 zetony. Zabra-
nie 2 woreczkdéw i 2 zetondéw, czyli wykonanie odejmowania
64 — 22 nikomu nie sprawi trudno$ci. Co jednak, gdy trzeba
zabra¢ 2 woreczki i 8 zetonoéw, czyli wykona¢ odejmowanie
64 — 28? Tu tez odpowiedz jest szybka: nalezy rozpakowac
jeden woreczek.

To wczesniejsze pakowanie i rozpakowywanie worecz-
ka moze nada¢ sens czynnosciom, ktore sa kluczowe dla
algorytméw dziatan pisemnych: ,,przenoszeniu jedynki” przy
dodawaniu oraz ,pozyczaniu” czy ,rozmienianiu” przy
odejmowaniu. Rozmienianie to przeciez nic innego jak
rozpakowywanie woreczka czy rozrywanie duzego opakowa-
nia chusteczek po to, by mie¢ do dyspozycji 10 paczuszek.

Wiele ciekawych i wartych doktadniejszego zbadania
pomystow moze pojawié si¢ przy probach opisania przez
uczniow wykonanych czynnosci. Tym razem dzialania
uczniow (zwigzane z odejmowaniem 64 — 28) moga biec
bowiem bardzo réznymi torami:

— Najpierw rozpakowuje jeden woreczek i mam 14 Zetonow,
wiec juz moge zabra¢. Zabieram dwa woreczki i 8
Zetonow, wiec zostaje 6 Zetonow i trzy woreczki. Przy
takim postgpowaniu dziecko jest o krok od samodziel-
nego zbudowania algorytmu pisemnego odejmowania —
pozostaje zasugerowa¢ mu forme zapisu.

— Najpierw zabieram dwa woreczki, potem te cztery Zetony
luzem i mam jeszcze zabraé 4, wiec rozpakowuje wore-
czek i zostaje mi 6 zetonow. Gdybysmy chcieli zapisac tg
procedur¢ symbolicznie, to efekt bytby taki:

64-28=44-8=40-4=36

Zapis trudny, ale jakze sprytna i skuteczna strategia
odejmowania w pamigci! Mozna by ja nazwaé: odejmo-
waniem po kawatku (por. s. 42).

— Zabieram trzy woreczki i oddaje z powrotem dwa zetony,
bo trzy woreczki to za duzo. Prawda, ze pigknie?
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OBLICZENIA PROSTE | ZLOZONE

Juz we wezesnym okresie przedszkolnym dziecko roz-
poczyna swoja edukacj¢ w zakresie postugiwania si¢ liczba-
mi (naturalnymi) oraz ich dodawania i odejmowania. Dzigki
réznorodnym osobistym do§wiadczeniom stopniowo buduje
intuicje 1 wyobrazenia dotyczace tych dwoch dzialan — pow-
tarzajac za Arystotelesem: abstrahuje je wraz ze wszystkimi
ich podstawowymi wlasnosciami z otaczajacego S$wiata.
A okazji do tego ma mnostwo, bo przeciez prawie nieustan-
nie co$ doktada, dosuwa, dowozi, dorysowuje, ... oraz odkta-
da, odsuwa, odwozi, Sciera, ...

Z tymi intuicjami dziecko rozpoczyna edukacj¢ elemen-
tarna, w ktorej swoje doswiadczenia, dotychczas najczesciej
o charakterze enaktywnym i ikonicznym (por. s. 11), posze-
rza o ich wymiar symboliczny. Na og6t juz na poczatku
pierwszej klasy dziecko ma duzo wigksze mozliwosci
arytmetyczne niz to zwyczajowo si¢ przyjmuje, ma natomiast
trudnosci ze stosowaniem j¢zyka symbolicznego oraz z sym-
bolicznym sposobem reprezentowania liczb.

Rozumienie symboli i operowanie nimi to zdecydo-
wanie najtrudniejszy element edukacji matematycznej — to
symbole, czy raczej brak ich zrozumienia, generuja naj-
wiecej niepowodzen szkolnych, takze w zakresie arytme-
tyki. Stad tak wazna jest ostroznos¢ i staranno$¢ w trakcie
stopniowego budowania jezyka symbolicznego ucznia: naj-
pierw sens — potem symbol, najpierw znaczenie — potem
wzbogacenie stownika o nowe pojecie.

Rozwijanie sprawnosci rachunkowej dzieci to, zgodnie
z naszg tradycja, podstawowy i najobszerniejszy cel eduka-
cji elementarnej w zakresie umiejetnosci matematycznych.
Znaczna cz¢$¢ badania umiejetnosci trzecioklasistow musiata
wigc dotyczy¢ wiasnie tej grupy umiejgtnosci — zaczynajac
od dziatan na liczbach jednocyfrowych, a koniczac na algo-
rytmach dziatan pisemnych.

Prezentacje wynikow w tym obszarze zacznijmy od
obliczen prostych i ztozonych, wykonywanych na liczbach
jedno- 1 dwucyfrowych. Zbadaniu umiej¢tnosci migdzy
innymi dodawania i mnozenia niewielkich liczb stuzylo
nastgpujace zadanie:

4. Zobacz, jak zbudowane sg te tabelki. Uzupetij w nich wszystkie puste pola.

v+ 321329 b - 612
5|37 30
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W podpunkcie a uczen mial wykona¢ tak naprawde
dwie rozne rzeczy:

—  wpisaé, zgodnie z podanym przyktadem, wyniki odpo-
wiednich obliczeh w pola dwoch goérnych wierszy
tabelki; ta czg$¢ rozwiazania ucznia byla zaliczana, jesli
podat 4 lub 5 poprawnych wynikow;

oraz

—  ustali¢, dzigki znajomosci wyniku (56) 1 jednego sktad-
nika (29), jaki jest nagléwek ostatniego wiersza, po
czym uzupetlié¢ pozostate dwa puste pola; ta czgsé
rozwiazania ucznia byta uznawana za dobra, jesli podat
poprawnie nagtowek oraz przynajmniej jeden z dwoch
pozostatych wynikow.

Doktadnie w ten sam sposob zbudowany jest i oceniany
podpunkt b tego zadania, dotyczacy mnozenia.

Oto zestawienie szczegotowych danych na temat spraw-
nosci rachunkowej ucznidéw w zakresie dodawania liczb
jedno- i dwucyfrowych (litera »n oznacza brakujacy
nagtowek):

Dziatanie 5+13 | 5429 | 18+32 | 18+ 13 | 18+29 | n(27) | n+32 | n+13

Poprawne

wyniki 90,9% | 89,1% | 85,3% | 83,1% | 78,8% | 64,5% | 75,8% | 75,5%
Tabela 3. Dodawanie liczb jedno- i dwucyfrowych — procent poprawnych
obliczen

Dwa ostatnie obliczenia: n + 32 i n + 13 mogly by¢

wykonane poprawnie takze dla btgdnie obliczonego nagtow-
ka (n), stad taki witasnie uktad wynikoéw. Podobna sytuacja
ma miejsce w przypadku mnozenia:

Dziatanie 9% 6 8x6 | 5%x12 | 9x12 | 8x12 n(7) 5Xn 8Xn

Sv(;l;riivime 78,3% | 76,0% | 78,8% | 60,5% | 59,7% | 70,0% | 73,5% | 64,8%

Tabela 4. Mnozenie liczb jedno- i dwucyfrowych — procent poprawnych
obliczen

Pierwsza czg$¢ podpunktu a (dodawanie, dwa gorne
wiersze obliczen) zaliczyto 83,4% uczniow — 67,0% ucznidw
wykonato poprawnie wszystkie pig¢ obliczen, a 16,4%
zrobito jeden blad. Z druga czescia tego podpunktu poradzito
sobie 62,6% uczniéw — 58,2% podato trzy poprawne wyniki.

Pierwsza czg$¢ podpunktu b (mnozenie, dwie poczat-
kowe kolumny obliczen) zrobito dobrze 61,3% uczniow —
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44,7% podato pi¢¢ dobrych wynikéw, a 16,6% — cztery.
56,8% ucznidéw wpisalo do ostatniej kolumny tabelki trzy
dobre wyniki — z tym etapem zadania poradzito sobie tacznie
67,9% ucznidw.

Spojrzmy na kilka najbardziej typowych kategorii bra-

kow 1 bledow:

1. 2.

v +(32113129 v 6120 0 +{32(13)29 v - 612
3571813 15139935 5(371% % 5300
185031 h* 1954] (63 18|50/ 17 9710863
21155|40/2¢ A & o6 18 1€ |%

3. 4. 5. 6.

» | +[32[13[29 o -[6[12] | [+[32[13}29) | -|61216 6[12]¢ |
513714 34 5300 513779134 153060%) 15139 0]
181501715 9% 63 N8-dam7 [9F4IDIe3 (9] 5163
e 8l 3]s (B8RPG (8] |64

Autor rozwigzania 1. poprawnie uzupetnit ostatnig ko-
lumn¢ w podpunkcie b, ale szybko zrezygnowat z mnozenia
liczby 12 — i to nawet przez 5. W rozwiazaniu 2. uczen
bezbtednie dodaje i mnozy, ale nie potrafi znalez¢é braku-
jacych nagtowkow. Kolejny uczen (3) ma trudnoscei i z jed-
nym, i z drugim. Te trzy rozwiazania pokazuja ,hierarchi¢”
typowych btedow.

Z powyzszych tabel wynika, ze okoto '/3 uczestnikow
badania nie umiala ustali¢ wlasciwej postaci nagtowka dol-
nego wiersza w podpunkcie a. Niektorzy uczniowie tworzyli
wilasne reguty uzupeiniania tabeli (np. 4). Takze przy mnoze-
niu wiasciwe uzupehlnienie naglowka sprawilo trudnosé
prawie /3 dzieci (5, 6) — w tym takze uczniom sprawnie
mnozacym w ,,zwyklej” sytuacji (2, 5).

Umiejetno$¢ wykonywania obliczen ztozonych badana
byta w typowy sposob:

2, Oblicz.
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90%

Przyktady obliczen zostaty tak dobrane, aby dawaly
okazj¢ do zastosowania wszystkich podstawowych regut
dotyczacych kolejnosci wykonywania obliczen:

—  najpierw nawiasy (b),
—  mnozenie i dzielenie przed dodawaniem i odejmowa-

niem (a, ¢, f),

—  od lewej do prawej (c, d).

Diagram pokazuje procent poprawnych obliczen dla

kazdego z przyktadow tego zadania.

88,8%

80%

83,5%

70%

73,9%

61,2%

60%

50%

45,T7

40%

30%

'17")0/

20%

10%

0%

T T T T T
a)40-20:4 b)36-(16-9) c)18:9x2 d)37-11+6 e)16+4x5 f)60:6+4x7

Diagram 5. Kolejno$¢ wykonywania dzialan — procent poprawnych obliczen.

Z przytoczonych wyzej regut uczniowie najskuteczniej
zastosowali pierwsza: 88,8% z nich poprawnie wykonato
obliczenie, w ktorym uzyto nawiasow.

Z trzech przyktadow, w ktorych pojawity si¢ dziatania
o réznym priorytecie (czyli: a, e i f) zdecydowanie najlepiej
wypadto na pozoér najbardziej skomplikowane, czyli f: 83,5%
dobrych wynikow. W przyktadach a i e spora czgs$¢ uczniow
wykonata obliczenia btednie, w ogromnej wigkszo$ci stosu-
jac zasadg¢ od lewej do prawej.

Zdecydowanie najwigcej klopotu sprawily uczniom te
obliczenia, w ktorych wystapily dzialania o jednakowym
priorytecie: przyktad ¢ zrobito poprawnie tylko 45,1% ucz-
niéw, a przyktad d tylko 37,2%, czyli mniej wigcej co trzeci
uczen. Analiza btednych rozwiazan w obu tych przyktadach
pokazuje, ze dla znacznej czg$ci ucznidbw mnozenie ma
pierwszenstwo przed dzieleniem, a dodawanie nalezy wyko-
na¢ przed odejmowaniem.
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12,8% uczniow wykonato poprawnie wszystkie szes$¢
obliczen, a 4,2% nie wykonato dobrze zadnego z nich.
Najczesciej, bo az w 37,5% przypadkoéw, uczen poprawnie
wykonywat cztery obliczenia:

240% 37,5%
35%
30%
25%
19,4%
20%
16,8%
0,
15% 12,8%
10% —
6,5%
5% 4,2% 3,0%
A |
0% l I T I I T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Diagram 6. Kolejno$¢ wykonywania dziatan — procent poprawnie wykonanych przyktadow.

Warto przyjrzeé si¢ uwaznie obliczeniom uczniéw, po-
niewaz w niektorych fragmentach sa one zaskakujace.

Czgs$¢ uczniow (1, 2) stara si¢ konsekwentnie stosowac
strategi¢ zapisywania wyniku nad dziataniem (dziataniami),
od ktorego nalezy zacza¢, choé nie zawsze przynosi to
wlasciwe efekty (2):

L 40-2074=50-52%7 . L 36-(1619)=3k-1229. .
18:9-2=220=b ... 37jdE 1H+6= 206 -32 .
16+4-5=Np+20: 3¢ . . 604:06+4’?z7: A0 + 25 <34

A

2 18:9-2-018/820

Niekiedy pojawia si¢ takze dodatkowa strategia: wzie-
cie w nawias tego dziatania, od ktorego nalezy zacza¢ (3), ale
przynosi to czgsto fatalne skutki — uczen bowiem swobodnie
zmienia wlasciwa kolejnos¢ wykonywania obliczen:
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I

3 @o0% 4= B 36-(16-9)= 29.
N

18:9°2= Moo, 37_Q1+6)=LO. ......

16+L4'5°5)= G 60:6+4-7= ..

Umieszczenie kilku obliczen w jednym zapisie nie jest
tak naturalnym zabiegiem, jak mogtoby si¢ wydawaé. Sym-
boliczna ztozono$¢ takiego zapisu znacznie wzrasta, co widac
takze w przyktadach 4-8, wybranych sposrod wielu podo-
bnych. By poradzi¢ sobie z tym nowym obliczeniem, trzeba
nie tylko pamigta¢ o kolejnosci wykonywania dziatan, ale
takze rozumiec€, ze znak rownosci to nie wotanie o wynik, ale
symbol informujacy, ze po jego obu stronach ,,stoi to samo”,
€O najwyzej inaczej zapisane.

Zaawansowanie i skutecznos$¢ podejmowanych przez
uczniow prob pokonania tej trudnosci jest rozna:

— od starannego rozbicia obliczenia na pojedyncze dziatania,
nie zawsze jednak wykonywane we wiasciwej kolejnosci (4)
i prowadzace do koncowego sukcesu:

40-20:4=40-20:20.20:42 0. 36-(16-9)= 46=9:7.36:7.:23...

16+4-5= 2642202007490 60:6+4+T= 626240429829+ 10-18

— przez niepoprawne, ale do$¢ konsekwentne, i niekiedy
szczesliwe, operowanie rownoscia (5, 6):

5. 40-(20:4)= 5Hz40=5=3y. 36-(16-9)= 1:2%-F=18 .
18:9+ 2= 4nzfanfain . 3701 +6) 41233201500
16 +@- 8= M0:ferdo s 60:6+@ )= Lpccn:bA0s1h 20,

N 7
6. 40-20:4= L 000230 36-(16-9)= .. 0677229
18:9.2= 1§ 194 37-11+6= 1237142229
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— po ,Jagodng rezygnacj¢” i poprzestanie tylko na pierwszym
dziataniu (7):

40-20:4= 40-20200.. o 36-(16-9)= 2016220,
18:9-2=49:%% 37-11+6= 57711220
16+4-5= %00 60:6+4-7= 60610

Autorzy obliczen 5 i 6, podobnie jak prawie potowa ich
kolegéw, zdecydowanie sa zdania, ze,mnozenie przed
dzieleniem, a dodawanie przed odejmowaniem”. To prze-
konanie nie wyczerpuje listy typowych ,oczekiwanych”
btedow:

i 0i-
40-20:4= A04=h 36-(16_9):‘.1,_0:_.“3?1_1_
18:9.2= PRy 1818+

A jak rozumowali autorzy obliczen przedstawionych
ponizej? Skad takie wyniki?

L 40-20:4=PQLON 36-(16-9)= L0 A
o - . P
18:9+2= 4ol 37—11+6=LC'./J}...,.E3.,§.,
2.6
16+4-5= 2000 .. 60:6+4-7="1QALE .
2 40-20:4=0520 . 36 (16 9)="+LV..
18:9-2=482. Lo37-11+6= 264y
16+4-5=90.06 ... 60:6+4-7="8p.2%8..
Zagadka iscie detektywistyczna. Moze pomoga kolejne
obliczenia z tej samej ,,serii’
3 40-20:4= @052k .. 36— (16 —9)= A0u¥27...........
18:92= AuA3=a®. oo 37—-11+6= .2¢+a&=h3. ...
16+4-5= Q020240 ... . C 60:6+4-7= 40440:2324%..
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9 2 O 7 . A A
o 40-20-4=95-202AC00 36— (16-9)= t¥ad =36

1% A7 o
18:9-2=NF:223C ... 37-11+6= L1426~ 1

J—b L — 3 10 Y Ay~ ¢
16+4-5=)0+NC=M0 . 60:6+4-7= J1-J0 25

1 jeszcze kilka obliczen, rzucajacych coraz wiecej
$wiatta na tok rozumowania uczniéw:

4022074 =
s, o 6.
1879%2= . Wi KA SN 2 B RS
| M 84500 S1R06.
169455 = 16+4-5= A6+ h5220805:20:0:40

37::%‘,{:%: R 37@1@6= 1640 <lA.

Kolejne obliczenia wyjasniaja coraz wigcej, ale zacznij-
my od poczatku. Autorzy obliczen 1 12 wykonuja kazde
z dziatan wystgpujacych w obliczeniu, ale osobno, wyko-
rzystujac srodkowa liczbg dwukrotnie:

40-20=20,20:4=05; 36-16=20,16-9=7;

po czym zapisujg oba wyniki obok siebie, czasami w innej
kolejnosci. Nie sg to liczby trzy- czy nawet szeSciocyfrowe
(101028), lecz wyniki dziatan, ktoére uczniowie ,,wytowili”
z tego obliczenia.

W analogiczny sposob postepuja kolejni uczniowie, tyle
ze dorzucaja jeszcze jeden element tej procedury: na uzys-
kanych liczbach wykonuja jakies operacje, np.:

40-20=20,20:4=5,20 +5 = 25 (3, 6);
40-20=120,20:4=5,5x 20 = 100 (4),

czesto zapisujac uzyskane wyniki nad znakami odpowiednich
dziatan (4, 5, 7, 8).

Dlaczego? Skad wzigta si¢ taka strategia? Widaé bo-
wiem, ze jest to do$¢ konsekwentne dziatanie, co wiecej —
wystgpujace u znacznej cze$ci ucznidw, z réznych szkot
i obszaroéw Polski.

Bardzo prawdopodobna odpowiedz podsuwaja oblicze-
nia 7 i 8: ich autorzy wyraznie budujq ,,drzewko”. Mozna
podejrzewaé, ze uczniowie tworzg sobie, i to do$¢ pow-
szechnie(!), wlasna ,,strategi¢ drzewka” przy obliczeniach
ztozonych:

robimy kazde dziatanie z osobna, a potem faczymy otrzymane wyniki.
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Jak taczymy? Na to pytanie jest tylko jedna odpowiedz,
wynikajaca z analizy prac dzieci: roznie. W efekcie mozliwe
wyniki dla tego samego obliczenia moga by¢ zupeknie inne,
takze z winy pomytek rachunkowych, cho¢ metoda ewident-
nie jest ta sama:

g2o% _ J@ +2:9 18:9-2= 18-2.:46.

187672 = 20, 18:9.2= NF-2330

Mozliwe zreszta sa rézne ,,wzbogacenia” tej strategii,
np. zwigkszenie wyniku o jedng z liczb wystepujacych w ob-
liczeniu (9) albo ,,ujednolicenie” koncowego dziatania (10):

g)
18:9-2="1119 00

18:9-2= L A2=38 ..

% 40-20:4=1574=09  36-(6-9=19=5:1%..
18:9-2= w.f ......... oI o3 nre= b=l
16+4-5= 4045245 60:6+4-7= 25+ T2kl

0. 40-20:4= 4:10=11 36-(16-9)= 12020
18:9-2= 1@:18=1 37-11+16= 1#:26%0
16+4-5=20:2020 60:6+4-7= 1022820
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Fozorne w(aene weﬁ?c‘zaé

W latach siedemdziesiatych minionego wieku, w ra-
mach tzw. ,,nowej matematyki”, zawitato do naszych szkot,
podobnie jak do wigkszosci szkot na Swiecie, wiele nowych
pomystéw metodycznych i nowych pomocy dydaktycznych®.
Wprowadzano je, aby zwigkszy¢ efektywnos¢ matematycz-
nego ksztatcenia dzieci. Wtedy wlasnie w polskim naucza-
niu poczatkowym pojawity si¢ zbiory, grafy, o$ liczbowa,
drzewka ...

Od poczatku wielu wybitnych matematykow i dydak-
tykow matematyki zwracato uwage na to, ze zmiany te ida
w ztym kierunku, bo prowadza do podniesienia poziomu
formalizmu matematycznego na lekcjach, co moze dopro-
wadzi¢ do szybkiego ,,zgubienia” w procesie ksztalcenia
znacznej czg$ci dzieci, zwlaszcza tych, ktore nie znalazty sig
jeszcze w pelni na poziomie myslenia operacyjnego.
I rzeczywiscie — praktyka szkolna bardzo szybko pokazala, ze
ostrzezenia te byly stuszne. Wprowadzony na lekcje jezyk
mnogosciowy okazal si¢, zarbwno w swej warstwie werbal-
nej, jak i symbolicznej, trudny. A zdarzato si¢ przeciez, ze
zachgcano dzieci np. do badania lqcznosci ziqczenia zbiorow
roziqcznych. Kto dzi§ potrafi dokonac ,,rozbioru” tego sfor-
mutowania?

Kazde sze$cioletnie dziecko jest w stanie wybrac
z klockow lezacych na tawce wszystkie klocki niebieskie
albo wszystkie prostokatne, a nawet wszystkie niebieskie
prostokatne klocki. Zaden szesciolatek czy siedmiolatek, bez
intensywnego treningu, nie jest w stanie zaznaczy¢ czegsci
wspolnej zbioru klockéw prostokatnych i zbioru klockéw
niebieskich. To, czego si¢ od niego oczekuje w takiej
sytuacji, jest obce jego naturalnemu jezykowi i nieformalne;j
wiedzy — w jego $wiecie nie ma struktury o nazwie zbior
klockow, sa po prostu klocki. Przeliczanie klockow jest
nieporéwnywalnie prostsze i bardziej naturalne niz okreslanie
liczebnos$ci zbioru klockéw, a prowadzi doktadnie do tego
samego.

Jezyk zbioréw nie jest potrzebny w nauczaniu po-
czatkowym:

—  ani ze wzgledow metodycznych — straty wynikajace
z jego wprowadzenia zdecydowanie przekraczaja ewen-
tualne zyski,

—  ani ze wzglgdow merytorycznych — zbiory o skonczonej
liczbie elementdow moga okazaé si¢ matematycznie
przydatne dopiero przy okazji definiowania pojecia

4 Por. Z. Semadeni (red.), Nauczanie poczqtkowe matematyki, t. 1-4, WSiP, Warszawa 1980.
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funkcji, czyli aktualnie na przetomie gimnazjum i lice-
um; pigé lat przerwy to oczywista gwarancja rozpoczy-
nania wszystkiego od nowa.

W chwili obecnej jezyk zbioréw na szczgscie prawie
catkowicie zniknat juz z polskiej szkoty. W obowiazujace;j
aktualnie podstawie programowej zachowato si¢ tylko jedno
sformutowanie z dawnych lat: poréwnywanie liczebnosci
zbiorow 1 to tylko dlatego, ze jest duzo krotsze niz: porow-
nywanie ilosci przedmiotow dzieki {qczeniu ich w pary, a zna-
czy to samo.

Podobnie stato si¢ z jezykiem grafow, ktory jeszcze nie
tak dawno byt wszechobecny w polskich podrecznikach do
klasy 1. Badania pokazaly’, ze dla dzieci jest to trudny
symboliczny jezyk, ktorego czgs¢ z nich uczy si¢ po prostu
na pami¢é. Wystarczy zmienié¢ kierunek czy kolor strzalek
w grafie albo zmodyfikowaé jego ksztalt, aby dzieci zaczgly
go traktowaé jako co$ zupelie nowego, czego trzeba ,,nau-
czy¢ si¢” od nowa.

Wprowadzenie jezyka zbiorow czy graféw do pracy
z malymi dzie¢mi okazalo si¢ pozornym ulatwieniem
metodycznym — intencje byty dobre, ale efekt optakany.

Sytuacja powtarza si¢ w przypadku osi liczbowej, ktora
czasami jest wprowadzana po to, aby ¢wiczy¢ na niej
przekraczanie progu dziesigtkowego. Duzo tatwiej, szybciej
i lepiej mozna zrobi¢ to np. za pomoca chodniczka liczbo-
wego — dwudziestu kolejno ponumerowanych pol, utozonych
w jednym lub dwoch rzedach. Podobnie ma si¢ rzecz z wy-
korzystywaniem osi liczbowej do porownywania i porzadko-
wania liczb naturalnych — kazde inne narzedzie, chocby
centymetr krawiecki, da duzo lepsze efekty i to przy znacznie
mniejszym naktadzie pracy wszystkich zainteresowanych. Os
liczbowa, ktora jest bardzo trudnym poj¢ciem z pogranicza
arytmetyki (liczby) i geometrii (prosta) jest potrzebna dopiero
przy porzadkowaniu utamkow zwyklych i liczb zapisanych
dziesigtnie, ale to juz klasy starsze. Wczesne wprowadzanie
osi liczbowej to kolejne pozorne utatwienie metodyczne.

Takze w wyniku tych préb zagoscito na dobre w na-
szych szkotach juz na poziomie klas 1-3, zjawisko zdege-
nerowanego formalizmu®, polegajace na bezmy$lnym opero-
waniu symbolami, bez wnikania w ich sens i cel ich uzycia.
Woeczesniej pojawiato si¢ ono zazwyczaj pod koniec szko-
ty podstawowej, gdy uczniowie zaczynali uzywac jezyka
algebry.

* Por. np. E. Gruszczyk-Kolczynska, Dzieci ze specyficznymi trudnosciami
w uczeniu si¢ matematyki, WSiP, Warszawa 1992.
¢ Por. np. Z. Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, t. 2, WSiP, Warszawa 1977, s. 105.
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Zeby ograniczy¢ zakres tego zjawiska, a moze nawet
nie dopusci¢c do jego powstania, starajmy si¢ rozmawiac
z dzie¢mi, uzywajac naturalnego jezyka i unikajac matema-
tycznego ,,zargonu”. Zamiast sigga¢ po pozorne ulatwienia
metodyczne, odwoluyymy si¢ do rzeczywistych doswiadczen
uczniow i posiadanej przez nich wiedzy, zwlaszcza zdobytej
poza szkota. I starajmy si¢, aby to, co robimy w szkole
wywodzilo si¢, czy chociaz nawiazywato do tego, co nas
otacza i z czym obcujemy na co dzien — zeby bylo realis-
tyczne z punktu widzenia ucznia.

A co z jezykiem drzewek, wciaz czgsto uzywanym przy
okazji wprowadzania regut rzadzacych kolejnoscia wykony-
wania dziatan? To takze do$¢ skomplikowany i formalny je-
zyk symboliczny. Nie wiemy, czy autorzy prezentowanych
wczesniej ,,drzewkopodobnych” obliczen poznawali 1 ¢wi-
czyli stosowanie regut dotyczacych kolejnosci wykonywania
dziatan za pomoca drzewek, choé¢ wydaje si¢ to bardzo
prawdopodobne (por. rozwiazanie 7, s. 27). Jesli tak bylo
rzeczywiscie, to przedstawione prace dzieci moga by¢
powaznym sygnalem, ze mamy do czynienia z kolejnym
pozornym ulatwieniem metodycznym - zysk niewielki,
natomiast trudnosci wiele.

Z przytoczonych prac uczniow moze plyna¢ pewna
ogolniejsza nauka:

Gdy dziecko nie rozumie tego, co mu proponujemy,
czesto zaczyna budowaé wlasne strategie, ktore majq zastqpic¢
te proponowane przez nas. Jesli nie bedziemy zachecaé ucz-
niow do dzialania oraz mowienia i jesli nie bedziemy ich
uwaznie stucha¢ (zamiast nimi dyrygowaé i wkladaé w ich
usta oczekiwanq odpowiedz), to nie zauwazymy w pore, Ze
strategie te sq bledne i nie bedziemy mogli szybko oraz
skutecznie ich skorygowaé. A to oznacza liczne i bolesne za-
wodowe rozczarowania.

CZ}« Wﬂ/r'ﬁ 7¢é 7:&72%6/;

Zarowno ogoélne wyniki, jak i prace dzieci pokazuja, ze
obliczenia ztozone sa dla uczniéw trudniejsze niz si¢ pow-
szechnie uwaza i moga by¢ zrodtem sporych ktopotow — i to
zardwno ze wzgledu na sama towarzyszaca im notacje, jak
1 przestrzeganie przyjetych w zwiazku z nimi regut.

Co mozemy zrobic, zeby kiopoty te byly mozliwie jak
najmniej dokuczliwe?

Zanim podejmiemy probe udzielenia odpowiedzi na to
pytanie, sformutujmy jeszcze jedno:
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Do czego sq nam potrzebne obliczenia zlozone?

Na ostatnie pytanie odpowiedz jest stosunkowo prosta:
przydaja si¢ przy rozwiazywaniu zadan tekstowych — zamiast
kilku kolejnych zapiséw, mozemy zrobi¢ jeden i szybciej
doj$¢ docelu. I to jedyny racjonalny powdd, dla ktérego
warto si¢ nimi zajmowac. Jest to zatem narzgdzie stuzace
wygodnemu rozwigzywaniu zadan tekstowych, ale — jak
kazde narzedzie — bedzie dobrze pelni¢ swojq funkcje, jesli
uczen bedzie gotowy rozsadnie si¢ nim postuzyé. W innym
przypadku, nie tylko nie pomoze, ale wrecz utrudni
rozwiazywanie zadan.

Skoro obliczenia ztozone stuza zadaniom tekstowym, to
moze warto zacza¢ o nich moéwi¢ wlasnie przy okazji
rozwiazywania zadan?

Janek kupit 4 butelki wody mineralnej, a jego tata jeszcze trzy
zgrzewki tej samej wody, po 8 butelek w kazdej zgrzewce. Ile butelek
wody facznie kupili?

Rozwiazujac ,.arytmetycznie” to zadanie, mozna spo-
rzadzi¢ przynajmniej trzy rézne zapisy:

I. 3x8=24 II.3x8+4=24+4=28 II.4+3x8=4+24=28
24+4 =28

Pierwszy jest dla dziecka najprostszy. Jest rOwniez naj-
lepszy z punktu widzenia sztuki rozwiazywania zadan
tekstowych — dziecko stawia sobie kolejne pytania:

Ile butelek wody bylo razem w zgrzewkach?
To ile butelek bylo tqcznie?

i odpowiadajac na nie, buduje rozwiazanie zadania. Warto
pozwoli¢ uczniom jak najdtuzej stosowaé t¢ metode —
zaowocuje to wyzszym poziomem umiej¢tnosci rozwiazy-
wania zadan.

Drugi sposoéb, dzigki zmianie kolejnosci zapisu danych,
omija kwesti¢ kolejnosci dzialan — do sukcesu wystarczy
naturalna regula ,,od lewej do prawe;j”.

Dopiero przy trzeciej formie zapisu ,,dotykamy” kolej-
nosci. Jednak porzadek wykonania tych obliczen moze by¢

tylko jeden, bo wynika on z kontekstu, z tego, co oznacza
kazda z liczb:
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4+3x8

liczba butelek Janka liczba butelek w zgrzewce

liczba zgrzewek

Jaki sens moze mie¢ dodawanie butelek do zgrzewek?
Co najpierw trzeba obliczy¢?

Moze warto sprawié, aby reguly dotyczace kolejnosci
wykonywania dziatan wiazaly si¢, czy nawet wynikaty,
w $wiadomosci dziecka z pewnych konkretnych kontekstow
sytuacyjnych? Aby dziecko, widzac np. zapis 8 + 5 x 12
moglto mu nada¢, przynajmniej na poczatku, pewien realis-
tyczny sens, uruchamiajacy wilasciwy szyk obliczen? Okazji
do tego jest przeciez wiele:

Ania miata zapakowa¢ do pudetek 30 bombek. Zapakowata juz 3 pudetka,
do kazdego wktadajac po 6 bombek. Ile bombek ma jeszcze zapakowal?

W stotdwce jest 6 duzych stotéw i 4 mate. Przy duzym stole moze
siedzie¢ 10 oséb, a przy matym 4. Ile jest miejsc w tej stotéwce?

By¢ moze powinni§my takze pamigta¢ o tym, ze jezyk
mowiony i pisany ma charakter liniowy — stowa padaja i sa
odbierane w pewnej jednoznacznej kolejnosci. Jaki to ma
zwiazek z kolejnoscia wykonywania dziatan? Prawie zawsze,
gdy podajemy reguly rzadzace kolejnoscia, z naszych ust
pada taka (lub bardzo zblizona) formuta: najpierw mnozenie
i dzielenie, potem dodawanie i odejmowanie. Jaki jest nie-
zmienny(!) szyk wymienianych dziatan?

Pierwsze: mnozenie, drugie: dzielenie, trzecie: dodawa-
nie, czwarte: odejmowanie.

Moze powtarzajac wielokrotnie i niezmiennie te stowa,
nieswiadomie tworzymy warunki do tego, aby dzieci zbudo-
waly sobie takie wilasnie priorytety dziatan jak powyzej?
Znaczna czg¢$¢ uczniow ujawnila je w swoich obliczeniach.

Moze warto zmienia¢ ten szyk: najpierw dzielenie oraz
mnozenie, potem odejmowanie idodawanie oraz samo
sformutowanie: w pierwszej kolejnosci dzielenie albo mno-
Zenie...

Jesli przy pierwszej takiej probie zauwazymy u dzieci
oznaki zaniepokojenia, to moze by¢ sygnal, ze proces
generalizowania wilasnych regul juz trwa. Pamigtajmy, ze
latwiej jest zapobiega¢ niz leczy¢.
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STOSOWANIE ROZNYCH STRATEGII
LICZENIA

Zyjemy w epoce gwattownego postepu technicznego
i cywilizacyjnego, kazdego roku pojawiaja si¢ kolejne urza-
dzenia utatwiajace nam zycie. W roku 1974 powstat pierwszy
kieszonkowy kalkulator — urzadzenie, ktore zbudowano po
to, zeby zdja¢ znas ci¢zar zmudnych mechanicznych obli-
czen. Jest to wciaz dos¢ ,.$wiezy” wynalazek — niedawno
obchodzil swoje trzydziestolecie.

Dzi$ kalkulatory montowane sa w telefonach ko-
moérkowych, zegarkach, lampkach biurowych. Najtansze,
czterodzialaniowe kalkulatory kosztuja kilka ztotych. Czy
nauczyli$my si¢ z nich korzystaé w procesie rozwijania umie-
jetnosci matematycznych dzieci albo chociaz ,,wspolzy¢”
znimi? A moze raczej zyjemy w skrywanym lgku przed tym
niewielkim urzadzeniem, ktore do$¢ powszechnie w naszym
kraju uwazane jest za powazne zagrozenie dla uczniowskiej
umiejetnosci wykonywania obliczen?

Historia uczy, ze postgpu technicznego nie da si¢ za-
trzymaé, wiec wczesniej czy pdzniej ,,widmo kalkulatora”
energicznie zapuka do drzwi polskiej szkoly. Puka juz dzis,
o czym swiadcza obliczenia wykonywane pod lawkami, ale
malo kto ma odwage sobie to w pelni uswiadomié. Czy
mozna sprawi¢, zeby kalkulator byt sprzymierzencem, a nie
wrogiem?

Wydaje si¢, ze jest tylko jedno dobre wyjscie z tej
sytuacji:

jesli chcemy, aby dzieci nie siegaly przy kazdym obliczeniu
po kalkulator, musimy je przekona¢, ze mogq i potrafiq wiele
rzeczy obliczyé, np. w pamieci — skutecznie i bezpiecznie,
a czesto takze szybciej niz na kalkulatorze!

Najwyzsza pora, aby$my zdali sobie sprawe z tego, ze
zadaniem szkoly jest nie tylko nauczy¢ dzieci liczy¢, ale
przede wszystkim: nauczyé dzieci liczyé sprytnie! Co to
znaczy sprytnie? To znaczy np. tak:

Nauczycielka:  lle to jest 58 + 762 Prosze, Ania.

Ania: 134.

Nauczycielka: A4 jak to policzylas?

Ania: Z pierwszej liczby wzielam 50 i z drugiej
50, to razem 100.
Tu zostalo 8, a tu 26, to razem 34, czyli

134.
Nauczycielka: Sprytnie. To policz jeszcze, ile to jest
45 + 39.
Ania: Tu musze zastosowac inng metode. 45 i 35

to 80. Razem 84!
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Okazalo sig, ze Ania, uczennica klasy 3, nie tylko zna
i stosuje kilka metod dodawania w pamigci, ale zauwazyla
rébwniez, ze w roznych sytuacjach warto sigga¢ po rdzne
metody. Zacze¢la rozwija¢ swoja zaradno$é arytmetyczng —
umiejetnosé, ktora powinna by¢ zasadniczym celem edukacji
matematycznej nie tylko w klasach 1-3.

Takze wspoétczesna psychologia zwraca szczegdlng
uwage¢ na znaczenie samodzielnosci i aktywnosci intelek-
tualnej uczniéw w procesie ksztalcenia dla ich rozwoju’.
Jednym z podstawowych zadan stojacych przed szkota, i to
na kazdym etapie jej funkcjonowania, powinno by¢
tworzenie warunkow do budowania przez dzieci réznych
strategii: liczenia, rozwiazywania zadan, radzenia sobie
z problemami itd. W ten sposob ucza si¢ one poslugiwac
swoja wiedza, nabieraja zaufania do siebie, poprawiaja
swoja samooceng, rozwijaja kreatywnosé, a takze przeko-
nuja si¢ o uzytecznosci matematyki. Uczac si¢ tworzenia
i stosowania strategii, ucza si¢ tego, co w ich dorostym zyciu
moze by¢ jednym z najwazniejszych i najbardziej przydat-
nych narzedzi intelektualnych.

Jedno z zadan w badaniu umiejg¢tnosci trzecioklasistow
mialo sktoni¢ uczniow wilasnie do ujawnienia stosowanych
strategii obliczeniowych:

Oblicz tak, jak Ci najpwvgodme).
199 + 87 106 — 99 150 : 25

Dwa pierwsze przyklady mialy zacheci¢ uczniow do
zademonstrowania swojej zaradno$ci w zakresie dodawania
i odejmowania — ich wyniki sa, przy odrobinie matematycz-
nego sprytu, do$¢ oczywiste na pierwszy rzut oka. W przy-
padku trzeciego przyktadu uczniowie powinni by¢ skazani na
metody ,,niepisemne”, poniewaz algorytm pisemnego dziele-
nia przez liczby wielocyfrowe pojawia si¢ dopiero w klasie
czwartej.

7 Por. np. D. Klus-Staniska, M. Nowicka, Sensy i bezsensy edukacji wczesnoszkolnej, WSiP, Warszawa 2005,
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Efekty poczynan ucznidow prezentuje ponizszy diagram:

90%

80,8%
80% +—
70% +—
57,2%
60% +—
° 52,7%
50% +—| —
39,4%
40% 1+— -
28,4%

30% +— -
20% 4—| 14,3% ||
6,7% 12,5% 7,9%

10% | . ’ B

0% - r T
199 + 87 106 — 99 150: 25

Opoprawnie pisemnie M poprawnie w inny sposéb Obtednie lub brak

Diagram 7. ,,Wlasne” strategie liczenia uczniow — procent poprawnych obliczen.

Ogromna wigkszos¢ uczniéow, bo az 90,2%, zastoso-
wata do znalezienia sumy 199 + 87 algorytm dodawania
pisemnego — 80,8% wykonato obliczenia poprawnie, a 9,4%
biednie. Tylko 9,1% ucznidéw siggneto po inne metody, przy
czym 6,7% uzyskato dobry wynik, najczgsciej po prostu go
podajac, a 2,4% pomylito sig.

W przypadku odejmowania 106 — 99 po algorytm
pisemny siggneto 81,6% ucznidw — 57,2% zastosowato go
poprawnie, a 24,4% — czyli ok. " wszystkich uczniow —
popetnitlo w obliczeniach pisemnych btad. Inna strategie
zastosowalo 16,8% uczniow: 14,3% skutecznie, takze i tu
najczesciej od razu podajac poprawny wynik, a 2,5% blednie.

Takze w przypadku dzielenia 150 : 25, czyli liczby
trzycyfrowej przez dwucyfrowa(!), spora czgs¢ uczniow, bo
36,6%, starala si¢ zastosowa¢ algorytm pisemnego dzielenia
— iaz 7,9% ucznidw zrobilo to skutecznie. Innych metod
probowato 58,3% dzieci — 39,4% z sukcesem. Zwraca uwage
fakt, ze ponad potowa uczniéw nie poradzita sobie z tym
prostym dzieleniem.

Tylko 3,5% uczniow w kazdym z trzech przypadkow
siggnelo z powodzeniem po inny, niz algorytm pisemny,
sposob znalezienia wyniku. Jak widaé, z zaradno$cia
arytmetyczna naszych uczniéw jest zwyczajnie zle. Potwier-
dzaja to zreszta takze wszystkie inne prowadzone badania®.

8 Por. np. R. Dolata, B. Murawska, E. Putkiewicz, M. Zytko, Monitorowanie osiqgniec
szkolnych jako metoda doskonalenia edukacji, Wydawnictwo ,,Zak”, Warszawa 1997.
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Spojrzmy na ,,niepisemne” strategic stosowane przez
uczniow w przypadku dodawania. Dwie pierwsze polegaja na
rozbiciu obu lub jednego sktadnika na dziesiatki i jednosci:

| | |

Y ENEa 2 R Y P 3 4 Y 1 B L G X B B

: 217k
f T 1 I =1

Obliczenia 3 i 4 to ,,dodawanie po kawatku” lub dopet-
nianie do pelnych setek, ro6znig si¢ one tylko zapisem. Ostat-
nia strategia (5) jest bardziej zagadkowa — uczen dodawanie
199 + 1 zastapit dzialaniem 190 + 10, trudno powiedziec,
czym si¢ kierowat.
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Zapis drugiej i czwartej strategii jest charakterystyczny
dla kilkuetapowego obliczenia wykonywanego w pamigci.
Z formalnego punktu widzenia jest on oczywiscie niepo-
prawny, ale precyzyjnie oddaje dynamike i kolejnos¢ wyko-
nywanych operacji. W badaniu tego typu rozwiazania byly
,,zaliczane”.

Bardzo tadna strategia dodawania pojawila si¢ takze
przy okazji rozwigzywania zupetnie innego zadania:

]
7 /o
| 227N 7778 ]
4012 4
Wypehiajac piramidke uczen, zamiast trudnego doda-

wania 39 + 25, wykonal zdecydowanie prostsze dzialanie:
40 + 24.

Nieco wigksza rdéznorodno$é stosowanych strategii
przyniosto odejmowanie:

‘ 2. 1¢5”Hﬁ5 WEFIQEe grlﬂ
=[0[0[%[2]A

b

7
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Dwie pierwsze metody sa analogiczne do poczatko-
wych strategii dodawania. W trzecim obliczeniu uczen uznat,
i shusznie, ze dziatanie 106 — 100 jest duzo prostsze, trzeba
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tylko potem dokona¢ korekty wyniku. Podobnie w strategii 4:
uczen zaczat od dziatania 100 — 99, po czym odpowiednio
zwiekszyt uzyskany wynik.

O
Y VARV B 1 2 A A |_|§ :
1 194 O PO UR P 7 =

livimBSy.S

Strategie 5 1 6 to dwa rozne przyktady sprytnego ,,0dej-
mowania po kawatku”. Inny przyktad zastosowania tej same;j
strategii pojawil si¢ przy okazji odejmowania wyrazen dwu-

mianowanych:
-0 1) o/dl 1] >
YORUT 1IN ) OO NG SANCG =0
7 ® T — ]
O 11 i ) HEEEEEN
B1EE=C . ¢ [1T1] [ 1]
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Bardzo ryzykownie, ale skutecznie, rozumowal autor
strategii 7, ktory ($wiadomie lub nie), wykorzystat zapis
z minusem przed nawiasem. Stosowanie tej strategii wymaga
albo sporej dojrzatosci matematycznej, albo szczgscia, czego
zabrakto np. autorowi tych obliczen:

Podczas dzielenia 150 : 25 dominowaty dwie metody poste-
powania:

— rozklad:

00129 H 1O H 0 kRO RC

|
I L e
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— oraz dzielenie pisemne lub jego proby:
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Pojawity si¢ takze rézne metody sprawdzenia, czy
obliczony w pamigci wynik jest poprawny. Warto zwrdcic
uwage na bardzo dojrzaly pomyst sprawdzenia dzielenia za
pomocy ... innego dzielenia.

TEETD T : = HISRCENE B[
5= Glo[:12[5[F]E g WiEER
Y |3 ol | o)
25+28 + 15425 1| 25| + 25
- 3F' Ssj *55 10205 5 4-150 =0
= ~1 ,
. = {ZiE =161 4o |23 =130
/2 b (D m 7.
O
~3D
Q

Przy okazji: czy przekreslone dzielenie pisemne na ostat-
niej kartce powyzej jest poprawnie wykonane?

Sporej liczby ciekawych obserwacji dostarczajg btedne
proby ucznidéw, niekiedy bardzo trudne do zinterpretowania —
zardwno te zwigzane przede wszystkim z rozktadem liczby

150:
120 1117 DU e[ sl = /40
SN ERLD) oy Jafelek Aol
o() 49 :Q 5|0 Sl=|4|o
RRLIB e IO RLED) ACINEFEEE
AR EGE
jak i dotyczace dzielenia pisemnego:
12 _ éé =3E) 0} =
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& T = T
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W dwoch poczatkowych probach wida¢ wyraznie, jak
uczniowie usiluja — przez analogi¢ — zbudowac ten algo-
rytm: jesli dwucyfrowa, to moze raz jedna cyfra, a raz druga?
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I tylko martwi ,,krzyk bezradno$ci” czesci uczniow:

4

150 : 2510 o unsuadowm M. v 5]
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oraz niski og6lny poziom wykonania tego dzielenia — ponizej
50%.

A co z ta ,,wigksza polowka”? Prawdopodobnie ich
wiedza dotyczaca dzielenia nie daje si¢ zastosowaé sku-
tecznie nigdzie, poza najbardziej typowymi, ,,utrwalonymi”
sytuacjami.

e Ve
W reztoroflnosed ol

Rozwinmy nieco i wzboga¢my strategie, ktore pojawily
si¢ w obliczeniach ucznidow. Zacznijmy od dodawania:

26 + 37 = ?

- 20 i 30 to B0, 6 i 7 to 13, razem 63; jest to
najpopularniejszy sposob dodawania w pamigci u dzieci
i u dorostych: najpierw dziesiatki, potem jednosci;

— 607 1013, 20 i 30 to 50, 50 i 13 to 63; mniej
popularny od poprzedniego, ale rowniez dos$¢ czesto
wystepujacy, bo bardzo ,,szkolny” — najpierw jednosci,
potem dziesiatki, czyli ,,od prawej do lewej”;

— 2630 to 56, 56 i 7 to 63; zaczynamy dodawac ,,po
kawatku”, ale na razie w sposob dos¢ mechaniczny.
Zaleta tych trzech strategii jest, bez watpienia, ich

og6lnos¢ — dokladnie w ten sam sposob postgpujemy

w przypadku kazdego wykonywanego dodawania (liczb dwu-

cyfrowych). To, ze nie zwracamy uwagi na specyfike liczb

wystepujacych w dziataniu jest takze podstawowsa staboscig
tych strategii — nie utatwiajg nam one specjalnie zycia.

—  najpierw do 26 dodajmy 4, to bedzie 30, i teraz
dodajmy reszte, czyli 33, fo razem 63; znowu ,,po
kawatku”, ale sprytniej, bo zaczynamy od dopetnienia
do pelnych dziesiatek;

40




- 37 i3 to40,i 23 to 63; dopelienie ,,w druga strong”,
ktore dla czegsci dzieci moze by¢ obliczeniowo duzo
prostsze od strategii poprzedniej — im liczba blizsza
pelnej dziesiatki, tym latwiejsze jest jej dopelnienie;

- 26 i 34 fo 60, i jeszcze 3, to 63 (albo ,,w druga
strong”); znowu dopetnienie, ale do duzo wigkszej
liczby dziesiatek;

— 25 35 to 60, z pierwszej liczby zostato 1, z drugiej
2, to razem 63 (albo ,,w drugg strong”); niektore dzieci
preferuja dodawanie ,,okraglych” liczb, np. konczacych
si¢ piatkami, takie dodawanie jest dla nich duzo
latwiejsze.

Te strategie odwoluja si¢ juz do postaci dodawanych
liczb, dzigki czemu obliczenia staja si¢ znacznie prostsze.
Mozna je stosowac tam, gdzie wystepuje przekraczanie pro-
gu dziesigtkowego. Ostatnia strategia wymaga dodatkowo,
aby cyfry jednosci w dodawanych liczbach nie byty mniejsze
od 5.

Kolejne metody jeszcze szybciej prowadzg do celu:

- 30 i 37 to 67, ale to 0 4 za duzo, wiec 63 (albo: 40
i 26 to 66, ale to o 3 za duzo..); duzo tatwiej jest
dodawacé petne dziesiatki, wigc zastapmy 26 przez 30,
zrobmy proste dodawanie, apotem odpowiednio
zmodyfikujmy wynik — trzeba go zmniejszy¢ o 4;

— 3040 to 70, tu wzieliémy o 4 za duzo, a tu o 3, fo

razem 7, czyli 63; tym razem zmienione zostaly oba
sktadniki;

—  zamiast 26 i 37 moge dodaé 30 i 33 (albo: 40 i 23),
to 63; jesli jedng z liczb zwigckszymy, a druga zmniej-
szymy o tyle samo, to wynik pozostanie bez zmian,
zrobmy to tak, aby otrzymac petna dziesiatke.

To tylko ,pierwsza dziesigtka” mozliwych sposobow
znalezienia wyniku tego dziatania. Jesli bedziemy regularnie
zachecac¢ dzieci do opowiadania, w jaki sposob wykonuja
obliczenia, to powyzsza lista szybko uzupehi si¢ o kolejne
pomysty.

Podobne, a moze i wigksze, bogactwo mozliwych stra-
tegii istnieje takze dla odejmowania:

53 -28 = ?

— 13 odja¢ 8 to 5, 40 odjaé 20 to 20, razem 25; naj-
bardziej typowo ,,szkolny” sposoéb odejmowania, osoby
doroste odejmujace w ten sposdob w pamigci, czgsto
,,widza przed oczyma” odpowiedni ,,stupek™;
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53 minus 20 to 33, 33 minus 8 fo 25; zaczynamy
odejmowaé po kolei, najpierw dziesiatki, potem
jednosci, czyli dos¢ mechanicznie, bez zwracania uwagi
na postac liczb;

53 minus 8 to 45 i jeszcze odja¢é 20 to 25;
analogicznie jak powyzej, ale zaczynajac od jednosci,
niektorym osobom ta kolejnos¢ wydaje si¢ bardziej
naturalna, bo ,,od prawej do lewej”.

Trzy metody, ktore maja doktadnie te same zalety i wa-

dy, co analogiczne metody dla dodawania: ogdlnos¢ i wysoki
poziom trudnosci wykonywanych obliczen.

53 minus 3 to 50, teraz odejmujemy reszte, czyli
25; ponownie odejmowanie ,,po kawaltku”, ale znacznie
sprytniej niz poprzednio, bo odejmowanie od pelnych
dziesiatek jest duzo tatwiejsze;

53 odjaé 23, to 30, odjaé 5, to 25; znowu po kolei,
ale zaczynajac od najwigkszej mozliwej wygodnej
liczby.

Sprytne odejmowanie po kolei to potgzna strategia,

ktorej uzytecznos$¢ rosnie wraz z wielkoscig odejmowanych
liczb (por. dalej).

50 minus 28 to 22, ale to 0 3 za mato, wiec 25; zaste-
pujemy odejmowanie innym, prostszym, po czym
robimy odpowiednig korekte wyniku;

48 odjaé 28, to 20, dodaé 5, to 25; znowu
zastgpujemy dziatanie innym, duzo prostszym, o mniej-
szym wyniku, po czym uzupeliamy ,,braki”;

58 minus 28, to 30, ale to 0 5 za duzo, wiec 25; tym
razem koncowa korekta ma na celu odpowiednie
zmniejszenie wyniku.

Okazuje si¢, ze przy odrobinie sprytu odejmowanie

staje si¢ prostym dzialaniem. ,,Wygodne” zmniejszanie
i zwigkszanie odjemnej jest bezpieczng operacja — jest dos¢
oczywiste, jak zmiany te wptywaja na wielkos¢ otrzymy-
wanego wyniku. Duzo ryzykowniejszym pomystem (por.
s. 38), cho¢ tez skutecznym, jest ,,grzebanie” przy odjemniku:

duzo tatwiej jest odjal petne dziesiatki, wiec
najpierw 53 odjaé¢ 30, to 23, ale odjelidmy o 2 za
duzo, wiec wynik bedzie o 2 wiekszy, czyli 25;
50 odja¢ 30 to 20, teraz jeszcze 3i 2, to 25.
Dwie nastgpne strategie wymagaja nie tylko sprytu, ale

takze spostrzegawczosci:
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zamiast 53 odja¢ 28, moge wykona¢ duzo prostsze
odejmowanie: 50 - 25, czyli 25; jesli obie liczby
zwigkszymy lub zmniejszymy o t¢ sama liczbg, to nadal
beda réznié sig o tyle samo;



—  jeszcze prosciej jest, gdy odejmujemy petne dzie-
siatki: 55 odja¢ 30, to 25.

Tym razem mamy ,,pierwsza dwunastke” strategii odej-
mowania w pamigci, a to jeszcze nie koniec.

Ktore z tych strategii dodawania i odejmowania sg naj-
lepsze? Odpowiedz jest prosta:

te, ktore dajq uczniowi najwicksze poczucie bezpieczenstwa,
ktore rozumie i potrafi stosowaé, bo — by¢ moze — sam je
wymyslil.

oot z‘,’»/w&e/a ~ (atwe

Kolejka w sklepie spozywczym. Teraz my. Trzydziesci
cztery piecdziesiqt — informuje kasjerka. Dajemy 50 zi. Jesli
mamy szczgscie, to — mimo obecnosci na ladzie kasy fiskal-
nej — ustyszymy za chwilg nastgpujace stowa, towarzyszace
wydawaniu reszty:

Trzydziesci pieé (W naszg strong wedruje moneta
pigédziesigciogroszowa);

Czterdziesci (tym razem 5 zlotych);

Piecdziesiqt (banknot 10 ztotych);

Drziekuje (na tym koniec, wigcej juz nie bedzie).

Ile reszty dostalismy?

Trudne, czy nawet bardzo trudne, odejmowanie:
50zt —34,50 zt =?
zostato zastapione bardzo prostym dodawaniem:
0,50zt +5 21+ 10 zt = 15,50 zt.

Dlaczego ta metoda jest dobra? Bo réznica méwi nam
o tym, o ile r6znig si¢ obie liczby, czyli ile trzeba doda¢ do
mniejszej, aby otrzymaé¢ wigksza z nich. Taka strategi¢
odejmowania przyjeto nazywac odejmowaniem przez do-
pekianie.

Przesledzmy jej dziatanie na kilku przyktadach:

16-9="2 1 (do 10)i 6 (do 16) to 7
34-16=2 4 (do 20) i 10 (do 30) i 4 (do 34) to 18
81-37=2 3 (do 40) i 40 (do 80) i 1 (do 81) to 44

103 - 46 =72 4 (do 50) i 50 (do 100) i 3 (do 103) to 57

I stopniowo upraszczajac zapis w miar¢ oswajania si¢
z metoda 1 nabierania wprawy:

76-29 =1 1 (do 30) i 46 (do 76) to 47
151 -117=2  3(do 120)i 31 (do 151) to 34
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133 -59 =2 41 (do 100) i 33 (do 133) to 74
67-18="2 2147 to 49

165 - 88 =2 12165 to 77

612-384=2 161212 to 228

1006 -539=7? 61140016 to 467.

Proste obliczenia w pamigci (plus zapisanie kilku liczb,
zeby nie trzeba bylo ich pamigta¢) zamiast pisemnego
odejmowania z trzykrotnym ,,rozmienianiem” obok siebie?

Strategia ta jest bardzo skuteczna w przypadku przykta-
dow z wielokrotnym ,,rozmienianiem”, i raczej nieskuteczna,
gdy mamy obliczy¢ np. 689 — 235.

Zaradno§$¢ arytmetyczna to nie tylko znajomosé
strategii, to takze, a moze nawet przede wszystkim, umie-
jetno$¢ podjecia przez ucznia decyzji, ktéora metoda
w danej sytuacji bedzie najlepsza.

KFlorg 7ﬁfﬂ/fe/?£ h/;/nwdz

Skuteczna metoda to taka, ktéra uwzglednia specyfike
liczb wystepujacych w dziataniu, bo tylko do konkretnych
liczb uczen moze dobra¢ wiasciwy ,,chwyt”. Tam, gdzie po-
jawia si¢ przekraczanie progdw, zawsze jest do wyboru kilka
sposobOw sprytnego i bezpiecznego(!) wykonania obliczen.
Przy okazji moga ujawni¢ si¢ dodatkowo zupelnie nowe
strategie:

35+47="?
35+45+2 33+47+2 35+50-3
66 +58 =27

66 +4+30+24 50+50+16+8 66 +60 -2

88+79="?
90 +80-3 80+80+8—1 90 +79-2
165+57="?

160+60+5-3 165+55+2

117+36=?
120 +40-7
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61-31-8
94-54-3
34+15
36+ 131

A jak sprytnie poradzi¢ sobie np. z dodawaniem:
48 +29 +25?

Tak: 50 +30+25-3, tak: 48 +2 +29 + 1 + 22, czy
W inny jeszcze sposob?

Taka sama sytuacja wystepuje w przypadku odejmowa-
nia — zawsze istnieje kilka mozliwosci:

61-39=2?
1+21 69-39-8 62 —40
94-57="?
3+34 90 -53
115-66="
115-15-51
331-164="?

Kwesti¢ wyboru strategii do wykorzystania bez watpie-
nia warto zostawi¢ najbardziej zainteresowanemu — czyli
uczniowi. Nawet jesli jego wybor nie bedzie zgodny z na-
szym, co na pewno czg¢sto bedzie miato miejsce, to bedzie to
doskonata okazja do dyskusji o réznych mozliwych meto-
dach wykonywania obliczen oraz plusach i minusach kazdej
z nich.

Foumoe ﬁvc/v{ (a7ah/f

Dodawanie i odejmowanie to dzialania arytmetyczne,
z ktorymi dziecko czesto obcuje w swoim codziennym zyciu.
Od samego poczatku buduje swoje wyobrazenia na ich temat
i tworzy strategie wykonywania tych operacji.

Wystarczy pozwoli¢ uczniom na stosowanie wlasnych
metod obliczeniowych i opowiadanie o nich, aby w naturalny
sposOb ujawnialy si¢ rozne strategie iuczniowie uczyli si¢
ich wzajemnie od siebie. Pytajmy wiec nie tylko: ,lle fo
jest?”, ale takze jak najczesciej: ,Jak fto obliczylas
(obliczyles)?”. Czasami mozna zrobi¢ krok dalej, zadajac
pytanie: ,,Dlaczego ten sposob jest dobry?”. Nie zrazajmy si¢
niesktadnymi odpowiedziami czy nawet ich brakiem -
pytania tego typu uruchamiaja duzo powazniejsze procesy
myslowe niz sztampowe pytanie o wynik wykonanego
dziatania. Ucza one wyjasniania i uzasadniania, dotykaja
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wprost rozumienia, a nie tylko stosowania schematoéw. Kazda
kolejna proba ucznia bedzie lepsza i sktadniejsza od wczes-
niejszych — rozwijanie tych umiejetnosci wymaga bowiem
okazji i czasu. Warto nagradza¢ (komentarzem, pochwata, ...)
sprytne i oryginalne strategie — przyczyni si¢ to do wigkszego
zainteresowania ich ujawnianiem, a takze poszukiwaniem.

Zachgcenie uczniow do opowiadania o swoich meto-
dach ma jeszcze jedna, trudna do przecenienia, zalete: dzigki
temu mozemy si¢ dowiedzie¢, jak uczniowie naprawde
mysla, co jest dla nich jasne i zrozumiate, a co trudne. Im
uczniowie wigcej moéwia, tym lepiej orientujemy si¢ w ich
rzeczywistej wiedzy, a co za tym idzie — dokladniej mozemy
sledzi¢ ich rozwdj. Gdy brakuje takiego ,,sprze¢zenia zwrot-
nego”, gdy to przede wszystkim my mowimy, a dzieci stu-
chaja i wykonujg proste polecenia, mozemy przezyé spore
rozczarowanie, gdy wreszcie dopuscimy je do glosu — ich
wiedza czy sposob rozumowania moga daleko odbiegaé od
tego, czego si¢ spodziewalismy.

Tylko niektérzy uczniowie sa w stanie skutecznie bu-
dowac strategie, poruszajac si¢ jedynie w $wiecie symboli.
Duzo wigcej szans na to jest wowczas, gdy uczen operuje
narzedziami, gdy strategie moga wyrosna¢ z dziatania czy
rysunku. Wielu okazji moze nam dostarczy¢ samo zycie:

Kupitem dwa pudetka ciastek. Jedno kosztowalo 4 zI 90 gr,
a drugie 5 z1 85 gr. Ile za nie lqcznie zaplacilem?

Tu 5zt bez 10 gr, a tu 6 zI bez 15 gr, razem 11 z{ bez 25 gr,
czyli 102175 gr.

Warto wigc losowi pomagac, §wiadomie aranzujac od-
powiednie sytuacje albo wykorzystujac te, ktore pojawig si¢
W sposoOb przez nas niezaplanowany.

—  Adam i Marek grajq w gre typu ,,wyscig”. Pionek Ada-
ma znajduje si¢ na polu 25, a pionek Marka na polu 28.
O ile pdl pionek Marka jest blizej mety? W kolejnej
rundzie gry kazdy z nich wyrzucit po 3 oczka. Gdzie
stanq ich pionki? Jaka jest teraz przewaga Marka?

- W pierwszym stosiku jest 35 klockow, a w drugim 20.
Gdzie jest wiecej klockow? O ile? Z kazdego stosika
zabieramy po jednym klocku. Gdzie teraz jest ich
wiecej? O ile?

—  Ania narysowala na kartce 18 kolek, a Jagoda 30.
Ktora z nich narysowala ich wiecej? O ile? Kazda
z dziewczynek dorysowala jeszcze po 2 kélka. lle kolek
ma kazda z nich teraz? Ktora ma ich wiecej? O ile?

—  Na lawce lezq dwa stosiki klockow — w mniejszym jest
26 klockow, a w wiekszym 37. Przekladamy 3 klocki
z mniejszego stosika na wiekszy. Co sie stato z lqczng
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30+17 =
29+ 17 =
28+17=
27 +17 =

30-17 =
31-17=
32-17 =
33-17=

liczbq klockow? lIle klockow bedzie teraz w kazdym ze
stosikow? A ile ich bedzie razem?

Trzech chiopcow dostalo po tyle samo klockow. Kazdy
z nich roziozyl swoje klocki na dwie kupki i przeliczyl,
ile klockow jest w kazdej kupce. Marek mial w mniejszej
kupce 16 klockow, a w wiegkszej 28. Piotr mial 18 i 26,
a Adam — 14 i 30. Ktoremu z nich bedzie najlatwiej
obliczy¢, ile ma klockow? Dlaczego?

»Okazje” symboliczne to nastgpny, bardziej zaawan-

sowany krok.

Spojrz na te dzialania. Czym sie one rozniq? A co je
laczy? Uzupetnij wyniki.

33+17= 20+ 26 = 15+40=
33+18= 19+25= 16 + 39 =
33+19= 18+ 24 = 17+ 38 =
33+20= 17+ 23 = 18+ 37 =

Jak bedq wygladaly kolejne dziatania? Dlaczego?

Ponownie przyjrzyj sie seriom dziatan. Co je lqczy?
Uzupelnij wyniki.

35-20= 30-17 = 53-30=
35-19= 31-18= 52-29=
35-18= 32-19= 51-28=
35-17= 33-20= 50-27 =

Jakie bedq wyniki kolejnych dzialan w kazdej z tych
serii?

Wszystkie te dzialania majq taki sam wynik. Jaki?
21-7 22-8 23-9 2410
Dlaczego ich wyniki sq takie same?

52 —47 = 5. Jakie inne liczby dwucyfrowe trzeba odjqc,
aby otrzymaé w wyniku 5?
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Praktyka pokazuje, Ze nie nalezy zmusza¢ dzieci, aby to
samo obliczenie wykonywaty na kilka r6znych sposoboéw —
trudno jest im wyjasni¢ w zrozumialy (dla nich!) sposéb sens
ponownego liczenia czegos, co juz jest znane. Nie przeszka-
dza to jednak temu, zeby rozni uczniowie pokazali swoje
(r6zne) sposoby dojscia do wyniku.

Nie jest rowniez dobrym pomystem zmuszanie uczniéw
do zmiany stosowanej strategii liczenia, jesli tylko strategia ta
jest wystarczajaco skuteczna. Zawsze natomiast warto poka-
zywac, ze postepujac w inny sposob, mozna bylto ten sam cel
osiagna¢ prosciej iszybciej. Gdy dziecko zrozumie nowa
metodg, samo ja zastosuje, o ile faktycznie jest prostsza —
z jego punktu widzenia!

. . 7.
M&?/pd/thteh/ﬂ/ae sz?ﬂa

Wigkszos$¢ z tworzonych strategii ma znacznie szersza
przydatno$¢ niz na pierwszy rzut oka si¢ wydaje. Przesledz-

my to na przyktadach:

64 dag + 57 dag =? Im78cm+63cm=2? 5485gr+3zt60gr=2?
50+ 50+ 14+ 7 (dag) Im78cm+22cm+ 41 cm 3z160gr+40gr+5z145gr
64 + 36 + 21 (dag) Im70cm+60cm+ 11 cm 52140 gr+3z160gr+45gr
70 + 60— 9 (dag) Im80cm+60cm—2cm+ 3cm 9zt60gr—15gr

60 + 60 + 4 -3 (dag) 2m+ 63 cm—22cm 10z1-55gr
93cm—67cm=? 2 kg 30 dag — 94 dag =? 7d36gr-5288gr=2
93-63—-4 (cm) 6 dag + 1 kg 30 dag 12gr+1z136gr
3+23(cm) 2 kg 30 dag — 30 dag — 64 dag 72136 gr—5z136 gr—52 gr
96— 70 (cm) 2kg36dag—1kg

97 —67—4 (cm)

Yo+ =2 3,99 +285z=2 4,880 +0,303=?

Yo + i+, 721-0,1621 4,701+ 03021 + 0,18 21
1'%~ Y5=2 16,3021 7,897t =2 L12:-087z7=?

s+ s 01121+ 221 +630z 0,13z1+ 0,122
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Jak widaé, czas poswigcony na budowanie przez dzieci
strategii dodawania i odejmowania liczb naturalnych moze
procentowaé w wielu innych momentach procesu ksztatcenia:
przy operacjach na wyrazeniach jedno- i dwumianowanych,
przy dodawaniu i odejmowaniu wyrazen dwumianowa-
nych zapisanych dziesi¢tnie, a nawet przy okazji ulamkow
zwyktych.

Musimy tylko sami mie¢ tego swiadomos¢, zeby w od-
powiednim momencie utatwi¢ dzieciom zauwazenie tych
analogii albo zwrdci¢ na nie ich uwage.

W ten sposob uczniowie nie tylko przekonuja si¢ o uzy-
tecznosci stosowanych przez siebie metod i nabieraja wiary
w swoje sily, ale takze poznaja jedno z najpotezniejszych
narzgdzi matematycznej tworczosci — rozumowanie przez
analogie.

oot ok w frZ/oZ(;¢’;’

Te same strategie przydadza si¢ jeszcze wielokrotnie
w klasach starszych:

—  gdy trzeba begdzie dodawac i odejmowac wigksze liczby

5088 +1976=? 1976 +24+5064 5100+ 1900 - 12+ 76

5031-3848=? 52+ 100+ 1031 5048 —3848 — 17

—  gdy w centrum zainteresowania ucznia znajda si¢ liczby
dziesigtne

4,85+3,67=2  485+3,15+052 5+4-0,15-0,33

13,12-8,8="? 02+1+3,12 13,32-9

—  gdy operacje na utamkach o takich samych mianowni-
kach zaczng si¢ komplikowac

4, +3Y,=2 5+ 3%, 5+4-%,_%,

71/8—56/s=? 2/8+11/g 71/8*51/8*5/8

— a nawet w takich, spedzajacych czegsto uczniom sen
z powiek, sytuacjach:

41/3 *38/9 = 1/9 + 1/8 =
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w ktorych wprawdzie nie dostaniemy od razu wyniku, ale
bardzo trudne odejmowanie zastapimy nieporéwnywalnie
prostszym dodawaniem.

I tylko przy okazji nasuwa si¢ pytanie: Do czego

potrzebne sq nam tradycyjne algorytmy dodawania i odejmo-
wania pisemnego?
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STOSOWANIE ALGORYTMOW DZIALAN
PISEMNYCH

Algorytmy dziatan pisemnych to chyba najbardziej
»stabilny” obszar tematyczny szkolnej matematyki. Od lat
jest to jedno z najwazniejszych matematycznych zagadnien
polskiego nauczania poczatkowego (i klas nastgpnych), ktore
pochtania mndstwo czasu i energii wszystkich najbardziej
zainteresowanych: nauczycieli, uczniow, a takze ich rodzi-
cow. Przez ostatnie pigcdziesiat lat w polskiej szkole pod
tym wzglgdem nie zmienilo si¢ nic. Na og6t nie zmienit si¢
rowniez sposob, w jaki dzieci ucza si¢ algorytmoéw dziatan
pisemnych — dzisiaj uczniowie poznaja i opanowuja je w ten
sam sposob, jak ich rodzice ¢wieré wieku temu, a rodzice
robili to tak samo jak ich rodzice, kolejnych dwadziescia pigc
lat wczesniej.

Trudno znalez¢ inny fragment szkolnej edukacji, w kto-
rym tradycja bylaby bardziej namacalna i bardziej powszech-
nie akceptowalna.

Opanowanie kazdego z czterech algorytméw dziatan
pisemnych badane byto za pomoca trzech przykladéw o ros-
nacym stopniu trudnosci:

A B c
3 4 8 335 4675
216 +4 6 8 + 948
576 655 1/3/0/6
4309 - 478 - 428|
16 227 8§39
9 3 . 8
336‘6‘ 3/31/8:17 1228 :4
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Procent poprawnie wykonanych obliczen dla kazdego
z tych przyktadow przedstawia diagram:

100%

93,1%92,5%

00% | 88,7%

80% -

70% -

60% -
50%
40% -
30% -
20% -
10% A

0% -

+ - X
mA HEB OcC

51,4%50,8%

Diagram 8. Stosowanie algorytmow dziatan pisemnych — procent poprawnych obliczen.

Uwage zwraca wysoki poziom wykonania dodawania,
odpowiednio: 93,1%, 92,5% oraz 88,7%. Jak wida¢, rosnaca
liczba kolejnych ,przekroczen” (jedno, dwa obok siebie
i trzy) nie miala wyraznego wptywu na liczb¢ bezbtednych
obliczen. Jest to zdecydowanie najlepiej opanowany przez
uczniow algorytm. Az 74,7% uczniow wykonalo poprawnie
wszystkie trzy obliczenia (por. diagram 9), a tylko 1,2%,
czyli mniej wigcej 30 uczniow sposrod okoto 2500 bioracych
udzial w badaniu, nie poradzito sobie z zadnym z trzech
przyktadow.

W podobny sposob dobrano przyktady dotyczace odej-
mowania — jedno ,,rozmienianie”, dwa ,,rozmieniania” obok
siebie 1 trzy ,,rozmieniania” z zerem w odjemnej. Obliczenia
te wykonato poprawnie odpowiednio: 80,4%, 72,3% oraz
47,4% uczniow. Ostatnie dziatanie odejmowania (przyktad
C) okazalo si¢ najtrudniejsze do wykonania ze wszystkich
dwunastu obliczen pisemnych. Odejmowanie sprawilo
uczniom wyraznie wigcej trudnosci niz dodawanie:
35,6% uczniow poradzito sobie ze wszystkimi trzema przy-
ktadami, a 11,3% nie wykonato poprawnie zadnego z nich.
Zdecydowana wigkszo$¢ btedow wiazala si¢ z niewlasciwie
wykonywang operacja ,,rozmieniania” (por. s. 54).

W przypadku mnozenia o trudnos$ci obliczenia decydo-
wala przede wszystkim wielko$¢ wystepujacych w nim liczb.
Kolejne przyktady zrobito poprawnie 86,0%, 69,3% 1 59,5%
ucznidow, a42,1% z nich poradzito sobie ze wszystkimi
trzema ,,stupkami”.

Stosunkowo najstabiej wypadlo dzielenie — odpowied-
nio 71,7%, 51,4% oraz 50,8% poprawnych obliczen dla
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kolejnych przyktadow. Przyktad A to jedno z najprostszych
dziatan dzielenia, ,.kwalifikujace si¢” do pisemnego wyko-
nania. Takze przyktad B, o nieco wigkszych liczbach, wyma-
gal zastosowania algorytmu w najprostszej typowej postaci.
W przyktadzie C pojawia si¢ zero w ilorazie, co sprawilo
uczniom, zgodnie z oczekiwaniami, sporo klopotu (por.
s. 56).

Wida¢ wyraznie, ze rozklad procentowy poprawnie
wykonanych przez dzieci obliczen jest dla dzielenia zdecy-
dowanie bardziej wyrownany niz dla trzech pozostatych
dziatan. Zwraca uwage fakt, ze ponad '/s badanych uczniow
nie wykonata poprawnie zadnego z trzech przyktadow dziele-
nia pisemnego — nawet przykladu A, ktéry, przy odrobinie
wprawy, daje si¢ obliczy¢ w pamigci.

74.7%

22.4% 25728

00 przyktadéw B1 przyktad 02 przyktady B3 przyktady

Diagram 9. Stosowanie algorytmow dziatan pisemnych — procent poprawnie wykonanych przyktadow.

W przypadku dodawania pisemnego btedow byto nie-
wiele i w znacznej mierze wynikaly one z nieuwagi uczniéw,
np. pominigcia ostatniej cyfry sumy (1), dwukrotnego
dodania tej samej cyfry krotszego skladnika (2) czy
zakonczonej niepowodzeniem proby wykonania odejmowa-
nia zamiast dodawania (3). Data si¢ zauwazy¢ jedna,
powtarzajaca si¢ kategoria bledow: w ktorym$ momencie
obliczenia uczen przestawal dodawac i zaczynat niespodzie-
wanie mnozy¢ (4, 5) — nowy algorytm zaburza algorytm
poznany wczesnie;j.

{ 3 lolns A1 ST
5/4|8 %33 335 1/5/4/8
2116 +41618 +468 1-gl6
Xblh K A191005 i
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11.

1. 1 3 2. }»»1\) 3.

Analogiczng sytuacj¢ dostrzec mozna w mnozeniu pi-
semnym — uczen zaczyna mnozyc¢, po czym ,,przechodzi” na
dodawanie (por. 1 i 2 ponizej). Jest to by¢ moze sygnat, ze
zapoznawanie dzieci z algorytmami réznych dziatan pisem-
nych powinno by¢ w procesie ksztatcenia bardziej od siebie
oddalone w czasie, niz to jest w tej chwili w przypadku
wigkszosci podrecznikow.

N

839 4 12

[}

oo

W

N\
Wi

[

.QO%" kug .bi

oo [\o

>

Warto zwrdci¢ uwage na jeszcze jedng kategori¢ poja-
wiajacych si¢ btedow — uczen wykonuje w pamigci wlasciwe
obliczenie, po czym cyfry wyniku zamienia miejscami (3-5).

Obliczenia czg$ci ucznidéw pokazuja, ze dopiero oswa-
jaja si¢ oni z nowym algorytmem (6-8), jednak zdecydowana
wigkszos$¢ popetnianych przez nich btedéw byta konsekwen-
cja klopotow z tabliczka mnozenia oraz zwyklego gapiostwa
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O tym, ze odejmowanie pisemne jest trudnym dziata-
niem wiemy wszyscy. Ale — zeby w pelni uswiadomic sobie,
jak bardzo trudng dla ucznidow operacja jest pisemne
odejmowanie, zwlaszcza zas tzw. ,rozmienianie” — trzeba
mie¢ przed oczyma ich proby:
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Jedno dziatanie — dwa ,,rozmieniania” obok siebie, wiec
raczej $rednio trudne — i 13 réznych biednych wynikow,
a kazdy jest efektem innej pomytki przy rozmienianiu!

Warto je uwaznie przeanalizowa¢. Zrodlo niektérych
(np. 2, 5, 6, 7, 10 — powyzej) jest dos¢ oczywiste, ale jak
rozumowali autorzy np. obliczen 1, 8 czy 11?

Whbrew pozorom, to bogactwo typoéw bledow nie jest
efektem bezmyslnosci dzieci — raczej wprost przeciwnie: jest
to efekt ich pomystowosci. Autorzy tych obliczen nie zrozu-
mieli procedury pisemnego odejmowania, nie opanowali
jeszcze sztuki wykonywania kolejnych krokow algorytmu,
zaczgli wige budowac swoje wlasne strategie postgpowania,
niestety bledne, natomiast rozmaito$¢ zastosowanych metod
jest rzeczywiscie zaskakujaca.

Spojrzmy takze na dwa pozostale dziatania odejmo-

wania;

l s L oslsnd e | lufel 040 O 16
176 | MR e K

—4 3 9 = & 0 | R =
=7 TER R =[Z]8] 1T 270%
S 9| 9 | W 0N 10 T 0T 91AL
s 7@ rsﬁ“ Tds 13w
777!!&74{*(“ 2l qHF , 0] A2l 1R

Wigkszos¢ typow bledow si¢ powtarza, ale nie wszyst-
kie. Jak np. rozumowat autor obliczenia 3?

Zwraca takze uwage pewna liczba btedow, wynika-
jacych z przestawiania cyfr w odjemnej i odjemniku:

576 [le[5/5[ | 1306 1/3/0/6]
—439 [_[4/7/8 —J‘%d,il —| 428
mEinel DB -4 AT

Takze i one moga by¢ efektem ucieczki od ,,rozmieniania”.

Bogactwo btedow pojawito si¢ takze w pisemnym dzie-
leniu. Widaé, ze znaczna czg$¢ uczniow zupetie nie wie, co
przez co nalezy podzieli¢ czy pomnozy¢ (2, 3, 6, 7, 8§ —
ponizej), co od czego odja¢ (1, 5, 7, 8) i gdzie zapisac
otrzymane wyniki (1, 3, 4, 5, 6) — i to niezaleznie od ztozo-
nosci przyktadu:
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Przyktad C (1228 : 4) pokazal duza rozpig¢tos¢ uczniow-
skich reakcji na obecno$¢ zera wilorazie — od obliczen
w pelni poprawnych, przez dajace si¢ zrozumieé¢ proby
»dopasowania” zapisu do zaistniatej sytuacji (por. 1-5 —
ponizej), po dzialania i zapisy juz do$¢ abstrakcyjne (6-8):

! T 2 ] % 3 AL -3 A

122/81: 14 1202184 1228 11228 :4

/1) 111, 1Y -~ AL -

i T1ATR SEFR YR

LA =L o 1%

T o 00

5 717 6 181 7. N Q‘l 31209

- ) 5 N

7o Ak ol 2
L2 il - 2

e L % 0%

: 1% =12

U C Y

56




Uderza bezkrytyczno$¢ uczniow, ktorym nie przeszkadzaja
wyniki ani szokujaco mate, ani tez zadziwiajaco duze (por.
tez wyzej):

~= 2 o] 3] Lqﬂ"h a. _[W[B[Z[A
31316: 6] 33/18:7 f@L 1.8 :7 1228]:4
PR At =
—| = - T e [ T 3
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- - N CI 2

= TR SEAAL

e -8 -2/

e T T T=12 2z

Widaé, ze algorytm pisemnego dzielenia jest dla znacz-
nej czesci ucznidw konczacych klase 3 procedura niezrozu-
miala, ktora nie zostala jeszcze wystarczajaco ,,utrwalona”
(por. s. 92).

Odrebng kwestig jest sprawdzanie poprawnosci wyko-
nywanych obliczen, ktore — niezaleznie od typu dziatania —
pojawiato sie sporadycznie i bylo traktowane przez uczniow
z duza beztroska:
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Wydaje sig, ze dla czgsci uczniéw sprawdzanie popraw-
nosci obliczenia jest co najwyzej zewngtrznym przymusem,
pozbawionym glebszego sensu. Autor jednego tylko z po-
wyzszych obliczen (6) wyciagnal wniosek z tego, ze
sprawdzenie dalo inny wynik niz powinno, ale jego reakcja
nie byla zbyt konstruktywna — przekreslit wynik, zamiast
podjaé probe szukania biedu.

By¢ moze za malo uwagi poswigcamy nie tyle samej
czynno$ci sprawdzenia, co jej sensowi, azwlaszcza spo-
sobom zachowania si¢, gdy sprawdzenie pokazuje, ze
pomylilismy si¢ w obliczeniach. Co wtedy nalezy zrobic?
Czy mozna jako$ wykorzysta¢ wynik sprawdzenia? W roz-
wigzaniu 6 jest on o 30 wigkszy od odjemnej, wigc...

W badaniu przeprowadzonym w klasie 4 takze wyko-
rzystano przyklady sprawdzajace umiej¢tnos¢ odejmowania,
mnozenia i dzielenia pisemnego — identyczne co do swej
struktury i poziomu trudnosci z przyktadami z serii C w kla-
sie 3 (np. 1405 — 537, 869 x 8, 1545 : 5).

Oto poréwnanie wynikow przyktadow tego samego
typu z klas trzecich i czwartych:

70%

59,5%
60%

0,
47,4% 50.8%

50%

41,6% 40,1%

40%

30%

18,1%

N =

Diagram 10. Stosowanie algorytméw dziatan pisemnych — poréwnanie wynikow klas trzecich i czwartych.
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- X
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Przypomnijmy, ze w badaniu w klasie 4 uczestniczylo
ponad 400 ucznidow sposrod prawie 2500 uczestnikow
badania w klasie 3 — zatem to ci sami uczniowie, starsi o kil-
ka miesigcy. Testy w klasach czwartych przeprowadzono
w drugiej polowie pazdziernika, czyli dla wigkszosci (a moze
nawet wszystkich) uzywanych w naszych szkotach podrgcz-
nikdw matematyki przed realizacja tematéw dotyczacych
mnozenia i dzielenia pisemnego przez liczby wielocyfrowe.
Mozna wigc uznaé, ze zestawienie to ilustruje trwalosc
opanowania przez ucznidéw w klasie 3 umieje¢tnosci odejmo-
wania, mnozenia i dzielenia pisemnego.
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Spadek poziomu wynikow jest szczegodlnie wyrazny
w przypadku dzielenia oraz mnozenia, czyli tych algoryt-
mow, z ktorymi uczniowie obcowali najkrocej, poniewaz
zapoznaja si¢ z nimi na ogdét w trakcie drugiego semestru
klasy 3. Co cickawsze, w przypadku dzielenia najgorzej
wypadty szkoty miejskie: 12,4% poprawnych obliczen.

Oczywiste jest, rowniez w $wietle prezentowanych
wynikéw, ze wigkszos¢ ucznidow opanowuje algorytmy
dziatan pisemnych w sposob catkowicie mechaniczny, bez
zrozumienia sensu i istoty kolejnych skladajacych si¢ na nie
krokow. Co wigcej — ich doswiadczenia i wiedza dotyczace
algorytméw sg oderwane od innych, by¢ moze trwalszych,
obszarow wiedzy matematycznej. Efektem jest szybkie
i nieuchronne zapominanie — chyba, ze wiedza dzieci na
ten temat bedzie co pewien czas od$wiezana i ponownie
utrwalana, az do wystapienia zjawiska zwanego ,,przeu-
czeniem” 1 sprowadzenia dzialan ucznidow do poziomu
,,odruchu”.

W zwiazku z tym nasuwaja si¢ dwa pytania:

Czy satysfakcjonujqcego, z punktu widzenia rachun-
kowej sprawnosci uczniow, efektu nie mozna osiqgnqé
w inny, niz stosowany od lat w polskiej szkole, sposob?

I czy w ogole warto dzis, na poczqtku XXI w., poswie-
cac tyle czasu i wspolnego wysitku na algorytmy dzialan
pisemnych?

(

CZ% GG wto 4}0/ (2a WZ/W’%(@»-

Prébe sformutowania odpowiedzi na pierwsze z zada-
nych wyzej pytan zacznijmy od algorytmu pisemnego dziele-
nia i od rozwazenia nastgpujacej sytuacji:

Szesnastoosobowa grupa uczniow wrocita z wycieczki. Po
dokonaniu wszystkich oplat okazalo sie, ze z zebranych
pieniedzy pozostato 576 zlotych. Postanowiono zwrocié je
uczestnikom wycieczki, kazdemu po tyle samo. Po ile dostal
kazdy uczen?

Co trzeba zrobié, zeby odpowiedzie¢ na to pytanie?
Pierwsza, nasuwajaca si¢ w naturalny sposob, odpowiedz
dorostego brzmi: nalezy wykonaé dzielenie

576 : 16.
Odruchowo dokonaliSmy matematyzacji sytuacji przedsta-
wionej w zadaniu, narzucajac pewien schemat rozwiaza-
nia. Mimo, Ze dzieci nie potrafig jeszcze wykonac takiego
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dzielenia, to z rozwigzaniem tego realistycznego zadania i tak
sobie doskonale poradza.

O co chodzi w tym zadaniu? O rozdanie 576 ztotych po
réwno migdzy 16 osob. Zacznijmy je wigc rozdawac.

Na poczatku kazdemu uczestnikowi wycieczki mozemy
da¢ po 10 zlotych, czyli tacznie 160 ztotych. Do rozdania zo-
stato nam jeszcze 416 ztotych.

To jeszcze raz po 10 ziotych dla kazdego, czyli znowu
160. Zostalo jeszcze 256.

Kolejne 10 ztotych dla kazdego, 160 tacznie. Do roz-
dania zostato jeszcze 96 ztotych.

Po 10 ztotych juz nie mozemy, ale mozemy po 5. To
razem 80 ztotych. Zostaje jeszcze 16.

To kazdemu po zlotowce i1 koniec rozdawania.
Kazdy uczestnik wycieczki otrzymal po 36 ztotych.
Dzielenie — i to przez liczb¢ dwucyfrowa — wykonane.

Algorytm to procedura, ktora spetnia dwa warunki:
1) sktada si¢ z powtarzalnych krokow,
2) poprawnie zastosowana — gwarantuje sukces.

Poniewaz kolejne kroki postgpowania zapisywaliSmy
i mozemy to postegpowanie z sukcesem powtorzy¢ dla kazde-
go innego dzielenia, wigc mamy tu do czynienia z algo-
rytmem dzielenia pisemnego. Z algorytmem, ktory powstal
w efekcie zapisywania kolejnych czynnosci wykonywanych
przez ucznia, po to, by utatwi¢ znalezienie wyniku. Taka jest
wlasnie naturalna geneza algorytméw dzialan pisemnych —
notowanie wykonywanych w pamigci czynnosci, zeby tatwiej
i pewniej doj$¢ do poszukiwanego wyniku.

Dodatkowo, dzielac w przedstawiony wyzej sposob,
robimy, méwimy i piszemy doktadnie to samo. Nie ma wigc
zadnych umoéw, tajemnic, skrotow myslowych czy stow,
ktore znacza co innego niz powinny — z czym mamy do
czynienia w przypadku algorytmu dzielenia (i innych algo-
rytmow réwniez) powszechnie stosowanego w naszej szkole.

Przesledzmy t¢ procedur¢ raz jeszcze, na nieco prost-
szym przyktadzie.

294 uczniow wybiera sie siedmioma autokarami na wyciecz-
ke. W kazdym autokarze ma jecha¢ tylu samo uczniow. Po ilu
uczniow bedzie w kazdym autokarze?

Czyli: 294 ucznidéw mamy ,,po rdwno” rozmiesci¢ w 7
autokarach. Zacznijmy wiegc ich sadzacé.

Do kazdego autokaru wchodzi po 10 ucznidow, to razem
70. Zostato jeszcze 224.

To znowu po 10, czyli 70 tacznie. Jeszcze 154.
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Widaé, ze mozemy ten proces trochg przyspieszy¢, tym
razem do kazdego autokaru wsiada po 20 ucznidw, czyli
razem 140.

Jeszcze po 2 i mozna jechad.
Wynik: w kazdym autokarze bedzie po 42 uczniow.

Zobaczmy, jak w inny jeszcze sposob moglo przebiegaé
rozumowanie ucznia w przypadku tego dzielenia:

2
10 2. 3.
10 ) razem 42 2 20
10 30 )razem 42 20 ) razem 42
—10 __10 _ 2
294:7 294 :7 294 :7
=70 - 70 - 14
224 224 280
154 14 140
84 0 0
-70
14
-14 Cztery roézne sposoby wykonania tego samego dzielenia
_O — kazdy tak samo dobry.

Stosujac ten algorytm, uczen moze dobieraé¢ takie
operacje, ktore daja mu najwicksze poczucie bezpieczenstwa
— jesli ma klopoty z mnozeniem, moze ,,rozdawacé” po 10, 5
i1, a i tak dojdzie do wlasciwego wyniku. Przy odrobinie
sprytu moze tak ,;regulowac” przebieg dzielenia, aby unikac,
czy chociaz zmniejsza¢ ilo$¢, trudnych odejmowan do wy-
konania.

Algorytm pisemnego dzielenia, przy ktorym mozna by¢
sprytnym? Jak to si¢ ma do wizerunku algorytmu jako czegos
zupetnie zwalniajacego z myslenia?

Gdy uczen nabierze wprawy, moze podjaé probg roz-
dania wszystkich dziesiatek od razu. Jej efekt jest chyba dos¢
zaskakujacy, zwlaszcza w zestawieniu z klasycznym algo-

rytmem:
2 razem 42
40 — 42
29417 294:7
- 280 -28
-14 -14
0 0
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Jedynie dwie nieznaczne rdéznice w zapisie dzielenia
i ogromna przepas¢ w dostepnosci kazdej z tych procedur
oraz jej ,,zrozumiatosci”.

Najwyzsza pora usuna¢ niescistos¢, ktora pojawita si¢
w tytule tego paragrafu — to nie jest inny algorytm! To ten
sam, ale zupelnie inaczej pokazany dzieciom, nie od razu
w swej najkrotszej, najtrudniejszej 1 najbardziej hermetyczne;j
postaci, lecz w postaci, ktéra moze rozwijac si¢ wraz z ucz-
niem, az — jesli uznamy to za wskazane — do swojej wersji
klasyczne;j.

Jak wyglada sytuacja w przypadku dzielenia np. liczby
trzycyfrowej przez jednocyfrowa?

888 : 6 = ?
3
5
10\ 148 8
20 20 148
10 20
_100 _100
888:6 888:6
- 600 - 600
288 288
- 60 =120
228 Tu lepiej rozdaé 168
=120  po 20, tatwiej -120
108 bedzie odjac! 48
=60 =48
48 0
- 30
18
-18
0

Trzy poprawne obliczenia, o rosnacej zwigztosci i tempie
dojscia do poszukiwanego wyniku. Powtérzmy raz jeszcze:
w tej roznorodnosci jest sita tego algorytmu — umiejgtnie
wykorzystywany pozwala on kazdemu dziecku na wybor
wlasnego bezpiecznego sposobu osiagnigcia celu. Algorytm
ten umozliwia indywidualny, ciagly rozwoj ucznia i stopnio-
we doskonalenie stosowanych przez niego metod oblicze-
niowych — pozwala dziecku na uczenie si¢. Chroni takze
uczniéw przed znuzeniem i zniech¢ceniem, bgdacym czestym
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efektem zmudnego i bezmyslnego powtarzania tych samych
czynnosci’.

Poznawanie, takze konkretnego algorytmu, to proces.
Pamigtajmy, ze algorytm moze i powinien ,rozwijac si¢”
wraz z dzieckiem i ze w przypadku réznych dzieci moze
rozwijaé si¢ w rozny sposob, a takze w réznym tempie.

Z /wwfgcf wtv /W/téf?'

Nikomu nie sprawia trudnosci dodanie czy odjecie
w pamigci dwoch liczb dwucyfrowych, gdy dzialania te nie
wymagaja przekraczania progow. Klopoty zaczynaja sig¢
pojawia¢, gdy rosna liczby czy komplikuja si¢ dzialania
i podczas obliczen trzeba ,przechowywac” pewne wyniki
czastkowe w pamigci. Jak mozna w takiej sytuacji utatwicé
sobie zycie?

Wystarczy kartka papieru, na ktérej mozemy zapisywac
efekty wykonywanych w pamigci operacji — rachowanie
W pamigci staje si¢ naturalnym punktem wyjscia do narodzin
kolejnych algorytméw dziatan pisemnych.

67 +28=7?

Wigkszo$¢ 0sdb — zardwno dzieci, jak i dorostych —
wykonuje tego typu dodawanie nastgpujaco:

60i20t080;7i8to015; 8015 to 95.
Wykonywane sktadowe obliczenia mozna ,,dla pamig-
ci” zapisa¢ (zachowujac ich kolejnos¢) na kilka sposobow,

w tym np. tak:
67

95

W ten sposob otrzymaliSmy jasny, czytelny i — co
wigce] — zgodny z wezesniejszymi doswiadczeniami i dziata-
niami dzieci, algorytm dodawania pisemnego.

W przypadku dwoch liczb o tej samej dlugosci, czyli

dwucyfrowych lub trzycyfrowych, naturalne jest wykony-
wanie dodawania w pamigci ,,od lewej do prawej”, czyli

°Z. Semadeni (red.), Nauczanie poczqtkowe matematyki, t. 3, WSiP, Warszawa 1985.
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najpierw dziesiatki, potem jednosci lub najpierw setki, potem
dziesiatki, na koncu jednostki.

Jest to zreszta rozsadna metoda — przy wszelkiego
rodzaju szacowaniach decydujacy wptyw na skal¢ wyniku ma
wtasnie rzad najwyzszy. Wynika ona réwniez z naturalnego
kierunku czytania.

Co dzieje sig, jesli uczen dodaje w pamigci liczby,
zaczynajac od strony prawej, czyli od jednosci? Wowczas
jego ,,shupek” moze przyjac taka postac:

67
+28
15
+ 80

95

i kolejna wersja algorytmu dodawania pisemnego gotowa.

Oba zapisy sa w pelni rownoprawne, poniewaz dodawa-
nie jest przemienne — kolejnos¢ sumowania liczb 15 1 80 nie
ma wplywu ani na wynik, ani na poziom trudnosci obli-
czenia.

Warto pamigtaé, ze kolejnos¢ ,,od prawej do lewej”
staje si¢ istotna dopiero wowczas, gdy zaczynamy wprowa-
dzaé umowy zwiazane ze skracaniem zapisu algorytmu i gdy
pojawia si¢ owo pamietne ,,jeden w pamigci”. Najlepiej byto-
by, gdyby uczen sam tej koniecznosci doswiadczyt.

Nie jest réwniez wykluczone, ze dziecko, operujac
woreczkami i zetonami (por. s. 18), pakujac w miar¢ potrze-
by woreczek 1 zapisujac najpierw w tabelce, a potem w ,,stup-
ku” efekty swoich poczynan, samo juz doszto do typowego
algorytmu pisemnego dodawania:

67 67 67
+28 +28 +28
5 95

Majac 15 zetondéw, warto z 10 z nich zrobi¢ jeszcze
jeden woreczek. Pozostaje 5 zetondw, a liczba woreczkow
rosnie o 1.

A jesli uczen dodaje w pamigci w jeszcze inny sposob?
To moze zaskoczy nas i zbuduje wilasny algorytm albo
zaakceptuje ktorys$ z przytoczonych wyzej — stanie si¢ tak na
pewno, o ile tylko pozwolag mu one szybciej i prosciej, niz
inne stosowane sposoby, osigga¢ wynik.
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Przyjrzyjmy si¢ jeszcze jednemu przyktadowi.

378 +564 =2
11
378 378 378
+ 564 + 564 + 564
800 12 942
130 130
+ 12 + 800
942 942

Mamy tu ponownie do czynienia z trzema wersjami
tego samego algorytmu. Do zrozumienia dwoch pierwszych
nie sg potrzebne zadne dodatkowe umowy i konwencje — na
kazdym kroku robi si¢, mowi i pisze to samo. Trzeci zapis
powstaje z drugiego, dzigki innej formie zapisywania
wynikéw czastkowych — zrobimy to tak, aby wynik dal sie
zapisa¢ w jednej linii. Trzy obliczenia roznigce si¢ przede
wszystkim zapisem, ale w efekcie — takze zlozonoscia
i poziomem wprowadzanego formalizmu.

Jesli chcemy, zeby dzieci rozumiaty wykonywane ope-
racje i zapisywane symbole, to stwérzmy im warunki do
zbudowania jednej z dluzszych wersji tego algorytmu.
Kolejnym krokiem moze by¢ poszukiwanie i wspolne wpro-
wadzanie uproszczen — duzo tatwiej je zrozumieé, jesli
najpierw zrozumie si¢ rzeczywisty sens wykonywanych
czynnosci.

Frzez Mw(a/cig 2 Aodawpnep

Mnozenie w wielu elementach jest bardzo podobne do
dodawania, trudno zreszta, zeby bylo inaczej, w koncu to
,»skrocone” dodawanie. Wida¢ to np. przy okazji mnozenia
W pamigci:

24 x8=?

Wigkszo$¢ dzieci i dorostych, liczac w pamieci zaczyna
w naturalny sposob od mnozenia duzych liczb:

20 razy 8 to 160, 4 razy 8 to 32,160 i 32 to 192.
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Zdecydowanie mniegjsza liczba oséb odwraca t¢ kolej-
nos$¢, zaczynajac od strony prawej, czyli jednosci:

4 razy 8 to 32, 20 razy 8 to 160, 160 i 32 to 192.

Nie oznacza to wcale, ze dzieci wykonujace w ten
sposob mnozenie w pamieci, $wiadomie odwotuja si¢ do
rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania. Ta nazwa jest
im zupehlie obca i do niczego nie potrzebna. Ta wlasnosc¢
tkwi w wykorzystywanych w procesie edukacyjnym sytu-
acjach oraz modelach i jest dla dzieci naturalng cecha
mnozenia — cecha, ktdra poznaja rownoczesnie z samym
dziataniem.

I znowu, utatwiajac sobie liczenie, zapiszmy uzyskiwa-
ne w trakcie obliczen wyniki, zachowujac kolejnosc
wykonywanych operacji, np. w taki sposob:

24 24
x 8 x 8
160 32
x 32 + 160
192 192

Dwa naturalne i zrozumiate dla uczniow algorytmy
mnozenia pisemnego gotowe — tak, jak w przypadku doda-
wania (por. s. 63).

I — identycznie jak dla dodawania — zapis uzywany na
co dzien w polskich szkotach powstaje z drugiego zapisu
(z przedstawionych powyzej), dzigki innej formie zapisy-
wania wynikow czastkowych — zrobimy to tak, aby wszystko
dalo sie zapisa¢ w jednej linii:

3

24
x 8
192

Znowu trzy wersje tego samego algorytmu.

Z mnozeniem jest przynajmniej w jednej kwestii tatwiej
niz z dodawaniem — nie ma innych powszechnie stosowanych
ogo6lnych strategii mnozenia w pamigci, niz te dwie powyze;j.

Moéwimy tu o ogolnych strategiach, a nie o réznych
szczegolnych przypadkach, w ktorych mozna sobie sprytnie
utatwié zycie, np.

37%x9=370-37=333;49x 6 =300 -6 =294 itp.
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A jak bedzie w przypadku wigkszych liczb? Sprawdzmy.

354x8=?
43

354 354 354

X 8 X 8 X 8

2400 32 2832
400 400
+ 32 + 2400
2832 2832

Ponownie dwa pierwsze sposoby zapisu obliczef nie
siggaja po dodatkowe skroty, umowy czy symbole. Wyko-
nujac w ten sposob obliczenia, méwimy, zapisujemy i robimy
doktadnie to samo:

300 razy 8 to 2400, 50 razy 8 to 400, 4 razy 8 to 32, ...

Inaczej jest w trzecim przypadku — tu wpadamy w jezykowa
pulapke trudnych dla dziecka do zrozumienia uproszczen. Na
0g6t brzmi to tak:

4 razy 8, to 32, 2, 3 dalej;
5 razy 8 to 40, i 3 to 43, 3, 4 dalej;
3razy 8,10 24,i4 to0 28

Tylko pierwsza z tych wypowiedzi jest dostowna —
opisujemy w niej rzeczywiscie to, co robimy. Kazda nastgpna
jest juz pewnym szyfrem, kierowanym do wtajemniczonych.

Wréémy do obu dluzszych zapisow. Tym razem,
z punktu widzenia dziecka, nie musza one by¢ w pehi
rownoprawne. Roznica ujawnia si¢ dla wigkszych liczb na
etapie zapisywania iloczynow czastkowych: prosciej jest
zapisywac je w kolejnosci od najmniejszego do najwigk-
szego, czyli tak, jak w zapisie srodkowym, bo nie powstaje
trudno$¢ znalezienia wlasciwego miejsca dla pierwszej
zapisywanej cyfry.

Moze warto wigc, aby rozwdj umiejetnosci mnozenia
pisemnego uczniow przebiegat w trzech kolejnych krokach
odpowiadajacych trzem powyzszym wersjom algorytmu?
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7 woze Awan w[/ar;pﬁp/ z

Powtérzmy juz po raz ostatni: dobry algorytm dziatania
pisemnego to taki, ktory powstaje jako zapis i naturalna
kontynuacja sposobu wykonywania przez dziecko obliczen
w pamigci czy innej formy jego dziatania. Dzigki temu
algorytm $cisle wigze si¢ z wczesniejszymi doswiadczeniami
i wiedza ucznia, co umozliwia oraz utatwia jego zrozumienie,
a takze pozwala m.in. nautrwalenie za pomoca mniejszej
liczby powtorzen.

Podobnie jak przy dodawaniu, takze przy odejmowaniu
pisemnym ogromnie uzytecznym narze¢dziem moga okazaé
si¢ woreczki i zetony czy inne pomoce, pokazujace strukture
systemu dziesigtnego. Dziecko, operujac woreczkami i Zeto-
nami w konteksécie zabierania pewnej ich ilosci (por. s. 19)
oraz zapisujac wykonywane kolejno czynnosci i ich efekty,
znowu np. najpierw w tabelce, a potem w ,,zwyktym stupku”,
moze stopniowo samo dojs¢ do typowego algorytmu pisem-
nego odejmowania:

517 517

67 67 67
- 28 =28 =28
- 39

Gdy mamy 7 Zzetonow, a nalezy zabra¢ ich 8, to trzeba
rozpakowaé jeden woreczek. Mamy wtedy przed sobg 5 wo-
reczkow 1 17 zetondw — mozemy juz zabieraé. ,,Rozpakowy-
wanie woreczka” moze by¢ czynnosciowym pierwowzorem
operacji ,,rozmieniania” przy odejmowaniu pisemnym, moze
nadac jej realistyczny, zrozumiaty dla ucznia, sens.

Jesli zachgcaliSmy uczniow do budowania wiasnych
strategii odejmowania w pamigci, to jest bardzo prawdopo-
dobne, ze czg$¢ z nich zaczgta ,,odejmowaé przez dopel-
nianie”. Jesli tak si¢ stalo, to sprobujmy zaczaé zapisywac
kolejne kroki tej procedury w jaki$ uporzadkowany i czytelny
sposob, np. tak, jak w jednym z przyktadow ponize;j:

67 67
- 28 - 28
2 4—do30 2 <4—do30
30 «—do60 + 37 «—doé7
+ 7 <+—do 67 39
39
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BadaliSmy juz mozliwosci tej strategii (por. s. 43).
Wykorzystanie jej jako podstawy do zbudowania algorytmu
pisemnego odejmowania znacznie jeszcze je zwicksza:

631 655 1306
- 84 - 478 ﬂ
16 <— do100 22 «4— do 500 2 <= do430
500 <«— do 600 70 <«— dob00
+ 155 <«— do 655
+ 31 <— do631 177 500 <— do 1000
547 +306 <— do1306

878

Zapis ,,w stupku” ogromnie utatwia wykonywanie prostych
odejmowan bez ,,rozmieniania”. W czytelny sposob porzad-
kuje on operacje sktadowe. Nie ma prostszej metody wyko-
nania odejmowania tego typu:

4859

- 3607
1252

Algorytm odejmowania przez dopetnianie bardzo dobrze
funkcjonuje tam, gdzie klasyczny algorytm staje si¢ bardzo
trudny — w dziataniach, w ktorych kilka razy po kolei trzeba
»~rozmienia¢”. Skomplikowane odejmowanie zamienia on na
banalnie proste dodawanie:

1 10 913
2103 2103
- 1487 - 1487
616 13 <— do 1500

500 <— do 2000
+ 103 <«— do 2103

616

Dwa algorytmy — kazdy doskonale zdajacy egzamin w przy-
padku innego typu obliczen.

Klopot czy okazja? Na przyklad do rozwijania umie-
jetnosci dobierania metody postgpowania do konkretnej sytu-
acji, czyli do inteligentnego stosowania posiadanej wiedzy.
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Cel 2y wnrzglze”

Wiekszos¢ nauczycieli, nie tylko klas 1-3, uwaza, ze
algorytmy dziatan pisemnych sa jedna z najbardziej uzytecz-
nych w zyciu codziennym umiejetnosci, dostarczanych przez
matematyke. Czy rzeczywiscie? Sprobujmy odpowiedzie¢ na
dwa pytania:

—  Kiedy ostatnio w Zyciu codziennym (czyli nie nau-
czajqc!) dzielilismy pisemnie np. liczbe pieciocyfrowq
przez trzycyfrowq, albo mmnozylismy pisemnie liczbe
czterocyfrowq przez trzycyfrowq?

—  lle razy w ciqgu ostatniego roku korzystalismy z tych
umiejetnosci?

Wspolczesnie z umiejgtnosci tych korzysta si¢ poza
szkota sporadycznie, poniewaz tylko z rzadka jest okazja do
ich zastosowania.

Jak na ironi¢, najpotrzebniejsza w zyciu codziennym
umiejetnoscia rachunkowsq jest szacowanie — najczesciej nie
interesuje nas doktadny wynik, lecz skala jego wielkosci.
Akurat na t¢ umiejetnos¢ w szkole nie kladzie si¢ duzego
nacisku, a szkoda, poniewaz pomoglaby np. zmniejszy¢
liczbg ,,gtupich” bteddéw nie tylko podczas obliczen na kalku-
latorze, ale takze w trakcie obliczen pisemnych. Przed przy-
stapieniem do obliczen wystarczytoby oceni¢, jakiej mniej
wigcej wielkosci powinien by¢ wynik:

2103 — 1487 to mniej wiecej 600.

Jesli wynik koncowy znaczaco odbiega od naszych
przewidywan, to trzeba poszukaé przyczyny — by¢ moze
zamiast odjac liczby dodalismy je.

Jesli juz rzeczywiscie mamy ,,prywatnie” wykonaé
jakie$ obliczenia na duzych liczbach, to prawdopodobnie
siggamy po kalkulator, a jesli nie ma go akurat pod r¢ka, to
albo liczymy pisemnie, albo... odktadamy to na pdznie;.

— Do czego w ogdle potrzebna jest nam umiejetnosc
wykonywania obliczen?

Jest potrzebna do rozwiazywania roéznych zadan czy
probleméw, takze dnia codziennego. Naszym celem jest
rozwiazanie zadania, a wykonanie obliczen to jeden z krokoéw
pozwalajacych ten cel zrealizowaé. Wybrana metoda wyko-
nania obliczen jest narzedziem, ktére umozliwia zrobienie
tego kroku — takim samym jak linijka, miarka stolarska czy
centymetr przy mierzeniu dtugosci i szerokosci pokoju, gdy
chcemy kupic¢ do niego wyktadzing.

W tej ostatniej sytuacji celem jest kupienie odpo-
wiedniej ilosci wyktadziny, musimy wiec zmierzy¢ pokdj.
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A podstawowym kryterium wyboru narzedzia do mierzenia
jest wygoda jego uzycia!

Algorytmy dziatan pisemnych sa narzedziem, ktore
umozliwia bezpieczne otrzymanie wyniku wykonywanych
operacji podczas rozwigzywania zadania czy problemu. Do-
ktadnie t¢ sama funkcje petni (dla mniejszych liczb) liczenie
w pamigci czy liczenie za pomoca kalkulatora.

Moze przy obliczeniach takze wybierajac narzedzie
warto kierowacé si¢ wygoda jego uzycia?

—  Czy zatem w ogdle warto zajmowaé sie algorytmami
dziatan pisemnych?

Tu najczesciej padajacy argument brzmi tak: warto, bo
musimy by¢ niezalezni od jakis tam urzqdzen liczqcych.
Owszem, lepiej by bylo, ale rzeczywisty powdd znaczenia
algorytméw dziatan pisemnych dzi§ wiaze si¢ chyba jednak
z czym$ innym.

Przez ostatnie dwadziescia lat zycie w sposdb prawie
dla nas niezauwazalny przeniosto punkt cigzkosci waznosci
algorytméw dziatan pisemnych ze stowa ,,dziatan” na stowo
»algorytm”.

W naszym codziennym zyciu mato jest dzi§ okazji do
pisemnego rachowania, ale z roku na rok rosnie liczba
napotykanych przez nas algorytméw. Programowanie pralki,
kuchenki mikrofalowej czy magnetowidu, dostrajanie tele-
wizora czy zapamietywanie w radiu wybranych stacji,
wprowadzanie numeréw do pamigci telefonu czy wysylanie
SMS-6w, wyptacanie pienigdzy z bankomatu czy wypetnia-
nie zeznania podatkowego, wystanie listu poczta elektronicz-
ng czy wydrukowanie dokumentu na drukarce — wszystkie te
czynnos$ci maja charakter algorytmiczny. Musimy uczy¢ si¢
rozumie¢ i stosowaé algorytmy, powinni§my réwniez opano-
wac sztuke ich tworzenia i modyfikowania. W szkole nie
mamy do tego zbyt wielu okazji. Jedna z najlepszych sa
wlasnie algorytmy dziatan pisemnych.

Jesli stwarzamy warunki do wspolnego budowania roz-
nych strategii liczenia w pamigci, to naturalng kontynuacja
jest zapisywanie tych obliczen w uporzadkowany sposéb —
i tak dzieci moga konstruowa¢ wlasne algorytmy dzialan
pisemnych. Badania i praktyka pokazuja, ze jest to pod
kazdym wzgledem efektywniejsze od prezentowania ich
przez nauczyciela. Dzieci bowiem nie tylko buduja w ten
sposob swoja wiedzg o algorytmach, ale takze przekonuja si¢
0 uzytecznosci jezyka symbolicznego, wspottworza uzytecz-
ne narzedzia matematyczne — uczg si¢ modelowaé i ma-
tematyzowac. Przyczynia si¢ to réwniez do rozwoju ich
umiejetnosci uczenia sig.
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Od pewnego czasu na $wiecie duzo mowi si¢ o alfabe-
tyzmie matematycznym uczniow (por. s. 141), czyli ich
zdolnosci do stosowania posiadanej wiedzy i umiejetnosci
w roznych sytuacjach, w tym takze o charakterze zyciowym.
Badania pokazuja, ze polskie dzieci nie wypadaja tu dobrze,
a ich zaradno$¢ matematyczna na kazdym etapie ksztatcenia
jest znikoma.

Mozna ja rozwija¢ nawet przy okazji tak malo
efektownych rzeczy, jak algorytmy dziatan pisemnych.
W tym celu trzeba jednak konsekwentnie stwarza¢ uczniom
warunki do zaangazowania intelektualnego, do aktywnosci
poznawczej zwiazane] z konstruowaniem swojej wiedzy
i Swiadomym stosowaniem posiadanych umiejg¢tnosci.
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ROZWIAZYWANIE ZADAN TEKSTOWYCH

Umiejetnos¢ rozwigzywania zadan tekstowych jest jed-
na z podstawowych i najwazniejszych umiejg¢tnosci pojawia-
jacych si¢ w procesie matematycznego ksztatcenia, zwlaszcza
w szkole podstawowej. Inne rozwijane przez tych szes¢ lat
umiejetnosei: liczenia w pamigci oraz pisemnie, dokonywa-
nia pomiardw i operowania wyrazeniami dwumianowanymi,
operowania liczbami dziesigtnymi czy rozwiazywania row-
nan majg charakter ustugowy wtasnie w stosunku do rozwia-
zywania zadan tekstowych. Saone narzedziami, ktorych
opanowanie ulatwia, czy wrecz umozliwia, sprawne i inteli-
gentne radzenie sobie z r6znorodnymi zadaniami, stawianymi
przed nami takze przez nasze codzienne zycie.

W trakcie badania uczniowie rozwigzywali szes¢ zadan
tekstowych o zréznicowanym stopniu trudnosci i wzajemnie
dopetniajacej si¢ strukturze:

Karol 1 Ela zbierali kasztany w parlon. Karol zebral ich 37, a Ela o 6 wigcej.
Ile kasztandw zebrala Ela?

Jola narvsowala szlaczek zlozony z gwiazdek, kolek 1 trojkatow. Giwiazdek
narysowata 30. Kolek bylo o @ wiecey, a trojkatow o 16 mniej niz gwiazdek.
Ile trojkatdw narvsowala Jola?

W lanie =3 dwie sale. W pierwsze) jest 136 migjsc, a w drugie) o 24 nuejsca muue).
Lle laczme miejsc jest w tvm kinie?

W malym opakowaniu s3 4 jaja, w srednim 8, a w duzym 12 Ile jest lacznie jaj
w czterech srednich i czterech duzych opakowaniach?

Ania w ciagu 15 munut czyta 10 stron ksiazka. Ile stron ksiazka przeczyta
W c1agu poltore) godziny?

Za 4 czekolady 1 4 batony trzeba zaplacic 28 zlotych. 3 talde same czekolady
14 talie same batony koszmya lacznie 23 z1. Ile kosziyje czekolada, a ile baton?

Zadanie A to typowe zadanie proste (jednodziatanio-
we), dotyczace poréwnywania rdznicowego. Jest to jedna
z najprostszych i najbardziej podstawowych kategorii zadan,
z jaka stykaja si¢ uczniowie podczas I etapu ksztalcenia, a dla
uczniow klasy trzeciej by¢ moze nawet najprostsza. Z cala
pewnoscia w procesie ksztalcenia kazdy uczen rozwigzywat
wiele zadan o doktadnie takiej strukturze, rézniacych si¢ co
najwyzej zakresem wystepujacych w nich liczb.
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Zadanie B to zadanie proste z nadmiarem danych —
jedna z informacji podanych w zadaniu jest niepotrzebna do
jego rozwigzania. Po jej pominigciu zadanie staje sig
identyczne z zadaniem A. Podobnie jak poprzednio, w celu
jego rozwigzania trzeba wykonaé jedng prosta operacje
arytmetyczna.

Te dwa zadania miatly pomdc ustalié, na ile wprowa-
dzenie dodatkowej informacji do zadania zaburzy uczniom
proces rozwigzywania.

Zadanie C to z kolei najbardziej typowe dla klas 1-3
zadanie zlozone, rowniez nawiazujace do poréwnywania
roznicowego. Takze i ten typ zadan na pewno byt
wielokrotnie rozwigzywany przez uczniow w trakcie nauki.
Pojawia si¢ on takze w wigkszosci ,testow kompetencji”
wykorzystywanych w I etapie ksztalcenia.

Jego uzupehienie to zadanie D, ktore jest zadaniem
ztozonym z nadmiarem danych — takze i tu jedna z danych
nie jest potrzebna do znalezienia odpowiedzi na postawione
pytanie.

Zadanie E jest zadaniem zlozonym, w ktorym ,,ukryte”
sa informacje potrzebne do jego rozwiazania. Mozna je
rozwigza¢ na wiele sposobow, wykorzystujac dos$¢ rozno-
rodne narzedzia arytmetyczne. Tego typu zadania, dotyczace
,proporcjonalnosci”, rzadziej pojawiaja si¢ w procesie rozwi-
jania umiejetnosci matematycznych w klasach 1-3, a szkoda,
bo sa doskonala okazja do stosowania przez uczniéw posia-
danej wiedzy.

Zadanie F jest strukturalnie trudniejsze — reprezentuje
typ zadan, ktory w polskiej szkole tradycyjnie rozwiazywany
jest za pomoca uktadu dwoch rownan z dwiema niewiado-
mymi, czyli aktualnie na poziomie gimnazjum. Tymczasem
daje si¢ ono rozwigzaé zupelnie elementarnymi narzedziami,
posiadanymi przez kazdego ucznia klasy 3. Kontekst sytua-
cyjny zadania i dane zostaly tak dobrane, aby mozna je byto
rozwiaza¢ praktycznie w pamigci. Tego typu zadania nie
pojawiaja si¢ w klasach 1-3 — zadanie to bada wiec, jak ucz-
niowie poradza sobie w sytuacji dla nich nietypowe;j.

W procesie sprawdzania zadan przyjeto zasade, ze o po-
prawnosci rozwiazania decyduje jedynie zastosowanie przez
ucznia dowolnej poprawnej metody postgpowania. Rozwia-
zania z usterkami rachunkowymi byly zatem w zbiorczym
zestawieniu uznawane za poprawne.
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100%

Ponizszy diagram prezentuje procent poprawnych roz-
wiazan dla kazdego z tych zadan:

90%

80% -

70% A

60% -

50%

40% -

30%

20%

10%

0%

86,0%
63,4% 59,3%
N 52,4%
25,5%
20,3%
A. typowe B. zadanie C. typowe D. zadanie E zadanie F. nietypowe

zadanie proste proste z zadanie zlozone z zlozone (czas) zadanie
nadmiarem zlozone nadmiarem zfozone

danych danych

Diagram 11. Rozwiazywanie zadan tekstowych — procent poprawnych rozwigzan.

Zadanie A (typowe zadanie proste) rozwigzato popraw-
nie 86,0% dzieci, w tym 2,5% z btedami rachunkowymi.
Oznacza to, ze 14,0% uczniéow nie poradzito sobie z jed-
nym z najprostszych mozliwych zadan tekstowych. Duzo czy
mato?

Zadanie B (zadanie proste z nadmiarem danych) wy-
padto zdecydowanie gorzej — rozwiazato je poprawnie 52,4%
uczniow (w tym bledy rachunkowe: 4,0%), czyli niewiele
ponad potowa dzieci. Zbedna informacja podana w tym
zadaniu pogorszyta jego wynik w porownaniu z zadaniem A
az 0 33,6%.

W zadaniu C (typowym zadaniu zlozonym) 63,4%
uczniow zastosowato dobra metode postgpowania, w tym
5,0% z usterkami rachunkowymi.

Z zadaniem D poradzilo sobie 59,3% dzieci (7,0%
z bledami rachunkowymi). Zwraca uwage niewielka rdznica
poziomoéw poprawnych rozwiazan zadan ztozonych C i D —
tylko 4,1%. Jak wida¢, wprowadzenie zbednej informacji
w zadaniu zlozonym sprawito znacznie mniej zamieszania
niz analogiczny zabieg dla zadan prostych.

Dwa pozostate zadania wypadly juz zdecydowanie
gorzej. Zadanie E rozwigzalo poprawnie jedynie 25,5%
uczniow, czyli mniej wigcej % uczestnikow badania. Z za-
daniem F poradzito sobie 20,3% dzieci, czyli mniej wiecej co
piaty uczen. Az 11,5% uczniéw nie podjelo nawet proby
rozwigzania zadania F. Btedy rachunkowe w tych zadaniach
wyniosly ponizej jednego procenta.
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Ponizszy diagram przedstawia rozktad liczby popraw-
nie rozwiagzanych przez ucznia zadan tekstowych:

25%

21,2%

18,8%
20%

17,0%

15% 14,7%
0

13,0%

8,6%
10% — — ——

6,7%

5% 4| _— — — — — L

0% .

0 1 2 3 4 5 6

Diagram 12. Rozwiazywanie zadan tekstowych — procent poprawnie rozwigzanych zadan.

Wszystkie zadania rozwiazato poprawnie 8,6% ucz-
ni6w. Prawie tyle samo dzieci, bo 6,7%, nie zrobito dobrze
zadnego z nich. Najczgséciej uczniowie rozwiazywali cztery
zadania (21,2%) albo tylko jedno (18,8%).

Przyjrzyjmy si¢ bardziej i mniej typowym rozwigza-
niom ucznidow, zaczynajac od zadania A:

A | Karol i Ela zbierali kasztany w parku. Karol zebral 1ch 37, a Ela o § wiecej.

Ile kasztandw zebrala Ela?

W przypadku tego zadania, zgodnie z oczekiwaniami,
najczgsciej popelnianym biedem (8,8% wszystkich uczniow)
bylo pomylenie poréwnywania réznicowego z ilorazowym,
i w efekcie pomnozenie podanych w zadaniu liczb, zamiast
ich dodania (1, 2). Nie przeszkodzito w tym nawet samo-
dzielne, poprawne zakodowanie tresci zadania (1), ktore
powinno sugerowaé dobre jej zrozumienie.

) [ C/
RO g
i A ™ r “Lm
] \
SGUUERRONE N ,
N / - \\/ 2 i N
TUA

76



10.

()

-+

[cue pres

-
b :IP\QS
al

1
ST
\ i
5
AYNYANS

RV [N
i
3

Inne bledy, np. wykonanie kilku kolejnych operacji,
najczesciej mnozenia i dodawania (3), czy podzielenie poda-
nych w zadaniu liczb (4, 5), pojawialy si¢ rzadzie;j.

Czym mogl kierowac si¢ uczen, ktory wykonat popraw-
nie dzielenie z reszta i podal w odpowiedzi, ze Ela zebrata 6
kasztanow i reszty 1?

W rozwigzaniach nawet tego typowego zadania zaczely
pojawiaé si¢ rozne ,indywidualne” notacje: niektore nie-
szczgsliwe (6), niektore absolutnie neutralne (7), a niektore
rzeczywiscie uzyteczne (8) i w efekcie konsekwentnie przez
autora stosowane takze przy okazji innych zadan (9).
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Niektorzy uczniowie podejmowali (chyba) probe
»Sprawdzenia” swojego rozwigzania. Nie upewniali si¢ jed-
nak, czy otrzymany wynik spelnia warunki zadania — na
czym powinno polega¢ takie sprawdzenie, ale ograniczali si¢
do sprawdzenia poprawnosci wykonanego obliczenia (10,
11). Zreszta i tak czesto traktowali t¢ czynnos¢ w sposob
czysto ,.formalny” — sprawdzenie musi potwierdzi¢ to, co
sprawdza i juz (11). To samo zjawisko wystapito takze przy
obliczeniach pisemnych (por. s. 57).
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6.

Jola narvsowala szlaczek zlozony z gwiazdel, kolek 1 trojliatéw. Gviazdek
narvsowala 50. Kolek bylo o 9 wigcey, a trgjkatow o 16 nuuej niz gwiazdek.
Ile trojkatow narysowata Jola?

Wprowadzenie do zadania B dodatkowej informacji nie

tylko znacznie pogorszyto jego wyniki, ale takze zwigkszyto
r6znorodnos¢ popelianych przez uczniéw btedow:
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Zndw nasuwa si¢ pytanie o tok rozumowania autorow
niektorych z tych rozwiazan. Najbardziej popularng ,,metoda”
rozwiazania okazato si¢ obliczenie: 50+ 9 — 16 = 43.
Tak wlasnie postapita ponad % ucznidéw (28,2%).

Czeg$¢ dzieci nie potrafita zdecydowac sie, ktéry z otrzyma-
nych wynikéw jest tym wiasciwym, wigc catkowicie lub
czegsciowo (8) rezygnowata z podania odpowiedzi.
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Inni — i byta to calkiem liczna grupa ucznidw — takze
wykonywali wigcej obliczen niz potrzeba, ale podawana
odpowiedz rozstrzygata na ich korzys¢ watpliwosci co do po-
prawnosci rozwiazania (9—-11):
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C | Wikinie 33 dwie sale. W pierwszey jest 156 miegjsc, a w drugiej o 24 nuejsca mmej.
Ile lgczme miejsc jest w tvm kinie”

Wigkszos$¢ btedow w przypadku tego bardzo typowego
zadania ztozonego wynikata z potraktowania go jak zadania
prostego, do rozwigzania ktorego wystarczy jedno obliczenie.
Co czwarty uczen (25,7%) swoje rozwiazanie ograniczyt do
wykonania odejmowania: 156 — 24, czyli do znalezienia
liczby miejsc w drugiej sali, najczegsciej odpowiednie
obliczenie wykonujac pisemnie (1). Podobnie jak w innych
zadaniach, takze itu wuczniowie niekiedy sprawdzali
poprawnos$¢ wykonanych obliczeni (2), nie majac pewnie
swiadomosci, ze ze sprawdzeniem, czy metoda rozwigzania
jest sensowna nie ma to nic wspolnego. Niektorzy w miejsce
odejmowania wstawiali dodawanie (3).
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Jak na typowe, i na pewno starannie prze¢wiczone w procesie
ksztalcenia zadanie, lista kategorii bledow popetianych
przez uczniéw jest dos¢ krotka. Czes¢ z nich to efekt bted-
nego ustalenia, w ktorej sali jest mniej, a w ktorej wiecej
miejsc (5, 6).
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Niektore btedy (6, 7) sa by¢ moze efektem podjecia
proby sprytnego rozwiazania zadania. Gdyby w rozwigza-
niu 6 uczen pomnozyt i odjat, otrzymalby bardzo oryginalne
rozwiazanie. W rozwiazaniu 7 trzeba by na koniec dodac
jeszcze 24.

Poprawne rozwigzania rowniez sa mato urozmaicone.
Zwraca uwage to, ze uczniowie bardzo czgsto siggaja po
algorytmy dziatan pisemnych — i to nawet w takiej sytuacji
jak ta, gdy ani w dodawaniu, ani w odejmowaniu nie ma
zadnego przekraczania progow (8). Jak zawsze, cze$¢ roz-
wigzan, zwlaszcza tych, w ktorych uczniowie wykonujg
obliczenia w pamigci, zawiera typowe ,,skroty myslowe” (9).
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D W malym opakowaniu s 4 jaja, w sredmm 8, a w duzym 12. Tle jest laczme jaj
w czterech srednich 1 czterech duzych opakowamach?

I znowu, podobnie jak przy zadaniach prostych, wpro-
wadzenie zbednej informacji ogromnie wzbogaca liczbe
roznych typow rozumowan dzieci — zwtaszcza tych biednych.
Uczniowie dodaja, mnoza, nawet odejmuja, otrzymujac spora
rozpigto$¢ wynikow: od 0 do 276.
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W niektorych z tych rozwiazan jest ,$lad” racjona-
lizmu: w 1 uczen wziat potowe opakowan, w 2 cztery srednie
i jedno duze, w 3 tez poczatek obliczen jest dobry, a w 4
dziecko niepotrzebnie zwigkszyto wynik o 4.
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W innych (np. 5, 6, 7) autorzy zongluja liczbami
podanymi w zadaniu w oderwaniu od tresci zadania i w nie-
ktorych przypadkach (np. 6) bez §ladu krytycyzmu.
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Wsrod btednych rozwigzan dominuja obliczenia typu 2
oraz 5 — lacznie rozumowato w ten sposob ponad 21%
uczniow, czyli tego typu btad popelnial mniej wigcej co piaty
uczen.

Ponownie pojawiaja si¢ proby sprawdzen i, tak jak po-
przednio, nie chronig one uczniéw przed btednymi rozwigza-
niami zadania (8, 9):
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10.

W niektorych rozwiazaniach mozna znalezé proby
stosowania ogolniejszych strategii postgpowania: podkresla-
nia danych w zadaniu (10) czy wypisania danych (11), ale
— jak wida¢ — nie przynosza one spodziewanego skutku.
Zwracaja uwagg powtarzajace si¢ bledy, wynikajace ze ztego
zastosowania algorytmu pisemnego dodawania (11, 12).
W tym drugim przypadku moze to by¢ efekt ,,zaburzajacego”
dziatania algorytmu mnozenia: 8 i 12 dodane w pamigci to
20, natomiast pisemnie to 100.
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Czgs$¢ uczniow (6,2%) nie mogta si¢ zdecydowac, co
zrobi¢ z obliczonymi liczbami jajek w srednich i duzych opa-
kowaniach:
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Wsrdod poprawnych rozwiazan dominowala wersja z trzema
kolejnymi obliczeniami (1), sporadycznie tylko uzupetniona,
np. rysunkiem. Nieco rzadziej pojawiat si¢ zapis rozwigzania
w jednym obliczeniu (2, 3), takze bardzo rzadko wzbogacony
jakim$ elementem. Inne rozwiazania, np. takie, jak 4, zdarza-

ly si¢ pojedynczo.
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Tylko 0,5% uczniow, czyli 13 sposrod prawie 2500, za-
uwazylo, ze obliczenia w zadaniu mozna sobie uproscié,
zapisujac je jako (8 + 12) x 4, ale dwoch z nich skorzystato
z rozdzielnosci mnozenia wzglgdem dodawania i ponownie

utrudnito sobie zycie (por. 7): e B
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To, na pozor groznie wygladajace, zadanie daje si¢ roz-
wiaza¢ za pomoca elementarnych srodkow — cze$¢ uczniow
to zauwazyla i z sukcesem wykorzystata:
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Jak widaé, wystarczy tylko rozsadnie skorzysta¢ z po-
danych w zadaniu danych, a rozwigzanie ,,samo wyjdzie” i to
z pomocg prostego dodawania (1-3) czy prostego mnozenia
4,59).

Niekiedy tylko poczatek rozwiazania byt zapisywany —
reszta obliczen odbywata si¢ w pamieci:
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Na szczgscie, na koncu zawsze byta podawana wiasci-
wa konkluzja:
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Jak zawsze, dzieci tworzyly swoje lokalne, ,,dynamicz-
ne” notacje, niekiedy dos¢ skomplikowane (np. 11):
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12.

14.

Byly tez oczywiscie rozwiazania bardziej konwencjo-
nalne, w ktorych cato$¢ rozumowania zapisano symbolicznie:
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W 21,5% wszystkich rozwiazan podane w zadaniu
wielkosci: 15 minut, 10 stron byly (w kolejnosci czestosci
wystapien): mnozone (1), dodawane (2, 3), odejmowane (4)
albo dzielone (5). Uczniom nie przeszkadzato to, ze do minut
dodaja strony albo mnoza minuty i strony przez siebie — i tak
wynik podawany w odpowiedzi zawsze dotyczy? stron.
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Mniej wigcej co piaty uczen skupit si¢ nie na tresci
zadania, lecz na podanych w nim w jawny sposoéb dwodch
liczbach i probowatl dopasowaé czy ,trafic” we wilasciwe
dziatanie. Ta ,strategia” jest, jak widaé, do$¢ rozpowsze-
chniona.

Niektorzy uczniowie starali si¢ uwzgledni¢ w swoim
rozwiazaniu czas, przez jaki Ania miata czyta¢ ksiazke, czyli
poéttorej godziny (rzadziej podt godziny). Poltorej godziny to
czasami 130 minut (11, 12), a w kilku przypadkach 150
minut — przez analogi¢ z innymi jednostkami.
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Takze 1 wsrod rozwigzan tego typu widaé wyrazne
przyktady wspomnianej wyzej ,,strategii”: z dodawania lub
odejmowania minut wychodza strony (7, 8), do stron dodaje
si¢ minuty (6, 13) itd. Tego typu rozumowania sa kolejnym
przykladem pojawienia si¢ zdegenerowanego formalizmu
(por. s. 30) juz na I etapie ksztalcenia.
Za 4 czekolady 1 4 batony trzeba zaplacic 28 zlotych. 3 takie same czekolady
F 14 takie same batony kosztuja lacznie 23 zl. Ile kosziuje czekolada, a ile baton?
Wigkszos¢ poprawnych rozwiazan tego zadania byta
efektem poréwnania obu zakupow: za drugim razem kupiono
o jedng czekolade mniej. Reszta to prosta konsekwencja tej
obserwacji:
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Ceng batonu mozna obliczy¢ zar6wno korzystajac z pierw-
szych zakupow (1, 2), jak i z drugich (3). W ten sposob
rozumowato tacznie 14,3% uczniow.
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Warto zwr6ci¢ uwage na rozwiazanie 4 — jego autor
sprawdza otrzymane wyniki z jednym z warunkéw zadania.
Wprawdzie z tym samym, z ktorego korzystat wczesniej, ale
i tak jest to duzy krok w stron¢ rzeczywistego sprawdzenia
poprawnosci rozwigzania zadania tekstowego.
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Niektorzy uczniowie zaczgli od zrobienia rysunku, i to
wystarczyto, zeby szybko doj$¢ do rozwigzania:
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Autor rozwigzania 7 ulozyl, po czym rozwiazat, praw-
dziwy uktad dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi:
czekolada 1 baton. Bardzo oryginalnie rozumowat inny
uczen (8), ktory po prostu ,,eliminowal” z zakupoéw kolejne
czekolady.

Niekiedy zadanie bylo rozwigzywane w pamigci, a na
tescie, poza poprawng odpowiedzia, pojawialo si¢ tylko
sprawdzenie.
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Znaczna czg$¢ uczniow (31,7%) rozpoczeta proces roz-
wigzywania obiecujaco: ustalajac ceng jednej czekolady lub
zestawu czekolada i baton, a czasem nawet obu tych rzeczy
(2), po czym nie posungta si¢ dalej. By¢ moze nie uswia-
domili sobie oni sensu otrzymanego wyniku albo zabrakto
wiary we wlasne sily.
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Inni (3-9) wykonywali r6zne dziatania na liczbach z zadania,
dodajac je wszystkie (3), albo tylko niektére z nich (4, 5),
a takze mnozac (6), dzielac z reszty (7) czy taczac roézne
dziatania (8, 9):
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By¢ moze liczyli na tut szczg$cia albo nie odbiegato to
od ich dziatan przy rozwiazywaniu zadan tekstowych na
co dzien. Obecnos$¢ tej ,,strategii” wida¢ w rozwigzaniach
wszystkich zadan tekstowych wykorzystanych w badaniach.
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1) Nalezy daqzy¢ do tego, aby uczen jak najwczesniej
zaczql rozwiqzywa¢ zadania tekstowe, zapisujqc i wykonujqc
odpowiednie obliczenie.

Zadanie tekstowe to historyjka zakonczona jednym lub
kilkoma pytaniami. Im jest ona blizsza doswiadczeniom
dziecka, im $cislej nawiazuje do jego intuicji i stosowanego
na co dzien jezyka, czyli — im jest bardziej realistyczna
z punktu widzenia ucznia, tym znalezienie odpowiedzi na
postawione pytanie jest prostsze.

Doswiadczenia dziecka rozpoczynajacego nauke szkolng
bazujg przede wszystkim na jego dziataniach, w mniejszym
stopniu na reprezentacji ikonicznej, a zupelie sporadycznie
maja charakter symboliczny. Dlatego tez zadanie teksto-
we, zwlaszcza realistyczne, uruchamia przede wszystkim
dziatania ucznia — najbardziej naturalnym sposobem jego
rozwigzania jest odtworzenie sytuacji z zadania.

Przyjmijmy, ze uczen ma rozwiaza¢ na przyklad naste-
pujace zadanie:

Na stole stojq dwa talerze. Na jednym lezy 8 jablek, a na
drugim 5. lle jest lqcznie jablek na tych talerzach?

Najbardziej naturalnym sposobem znalezienia odpowie-
dzi na to pytanie jest ustawieniec na stole dwoch talerzy,
ulozenie na nich odpowiedniej liczby jabtek i przeliczenie, ile
ich jest tacznie. Taka metod¢ rozwigzania zadania teksto-
wego nazwijmy metoda naturalna. Jej zasadnicza wada jest
to, ze wymaga bogatego ,,ckwipunku”.

Jezeli nie dysponujemy ani talerzami, ani jablkami,
mozemy dokona¢ symulacji sytuacji opisanej w zadaniu:
kasztany, zetony lub inne przedmioty zastapia jabtka, nato-
miast kartki papieru lub cokolwiek innego — talerze. Uktada-
my, przeliczamy i rozwiazujemy zadanie, stosujac metode
symulacji.
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Te dwie metody: raturalna i symulacji pozwalaja dzie-
ciom na samodzielne rozwigzanie zadania na poziomie repre-
zentacji enaktywnej — przypomnijmy: najprostszej z punktu
widzenia komunikowania si¢ dziecka z otaczajacym Swiatem.

Tego typu zadanie daje si¢ takze szybko i wygodnie

rozwiaza¢ za pomoca, bardziej lub mniej realistycznego,
rysunku, czyli na poziomie reprezentacji ikonicznej:

W miarg nabierania przez ucznidw wprawy rysunki
moga stawac si¢ coraz bardziej umowne, i — w efekcie —
nabieraja cech symbolu (por. s. 86). Dzig¢ki temu dziecko
samodzielnie ,,oswaja” jezyk symboliczny.

Najtrudniejsza metoda rozwigzania zadania tekstowego
jest rozwiazanie symboliczne, w ktorym trzeba dokonac
matematyzacji opisanej w zadaniu sytuacji, czyli trzeba
wyrazi¢ ja za pomoca pewnego obliczenia. W przypad-
ku zadania przytoczonego wyzej — za pomocg dodawania
8+5=13.

Jest to, powtorzmy, zdecydowanie najtrudniejszy i naj-
bardziej formalny sposdb rozwiazania zadania, wymagajacy
od ucznia najwigkszej dojrzatosci i najbardziej zaawanso-
wanej wiedzy. Jego zaleta, i jest to ogolna zaleta jezyka
symbolicznego, jest tempo otrzymania rozwigzania. Stosujac
symbole szybko otrzymujemy wynik, chyba Ze ... same sym-
bole pojawity si¢ za szybko.

Rozwiazania: ,,przez dziatanie” (enaktywne) oraz ,,przez
rysunek” (ikoniczne) wynikaja w naturalny sposob z tresci
zadania oraz doswiadczen dziecka. Rozwiazanie ,,przez
obliczenie” (symboliczne) wymaga umiejetnosci dokonania
matematyzacji sytuacji opisanej w zadaniu — wymaga
zastgpienia czynnosci lub stanu opisanego w zadaniu
odpowiednim dzialaniem Iub seria dzialan. Matematyzo-
wanie to jedna z najwazniejszych, ale i najtrudniejszych,
umiejetno$ci  matematycznych, rozwijanych w procesie
ksztalcenia. Stopniowo ja doskonalac musimy dbacé o to, zeby
dziecko rozumialo, co i dlaczego robi; w przeciwnym
przypadku mozemy niespodziewanie stana¢ twarza w twarz
z kilkakrotnie juz wspominanym zjawiskiem zdegenerowa-
nego formalizmu.
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Najlepsza metoda budowania takiego rozumienia jest
pokazywanie rozwigzania symbolicznego réwnolegle z roz-
wigzaniami enaktywnymi 1 ikonicznymi — te prostsze
wyjasniaja wowczas te trudniejsze, nadajg sens symbolom
1 operacjom arytmetycznym. Pozwolmy wigc uczniom tak
dlugo, jak bedzie im to potrzebne, rozwiazywac zadania
»przez dziatanie” czy ,,przez rysunek”, a gdy znana jest juz
odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie, zastanowmy si¢
wspolnie, jak inaczej — szybciej — mozna bylo ja otrzymac.
Niech operacje arytmetyczne wynikaja w swiadomosci dzieci
z sytuacji dla nich realistycznych, ktorych sa matematyzacja.
Niech sens — jak zawsze — poprzedza symbole.

Warto zwrdci¢ uwagg na jeszcze jedng, na pozor oczy-
wista, rzecz, ale przez t¢ oczywisto$¢ czesto zapominang.
Rozwiazanie przytoczonego wczesniej zadania jest dla
wigkszosci dzieci duzo latwiejsze niz wykonanie samego
dodawania 8 + 5. Dlaczego?

Zadanie nadaje konkretny sens wystgpujacym w nim
liczbom (ilosci jabtek) oraz operacji, ktora nalezy wykonac.
Co ciekawsze, w tym zadaniu — tak dlugo, jak dziecko moze
dziata¢ irysowaé — nie ma klopotu z przekraczaniem progu
dziesiagtkowego, bo ten ostatni pojawia si¢ tylko na poziomie
symbolicznym. Uczen moze nawet sam zacza¢ budowac
sobie jakie§ uzyteczne strategie zwiazane z przekraczaniem
progu, np. przetozy¢ dwa jabtka z talerza na talerz.

Liczby wystepujace w oderwanym od kontekstu
dodawaniu 8 + 5 nie maja dla dziecka zadnego konkretnego
sensu. Jesli uczen ma juz opanowana procedure dodawania
na poziomie symbolicznym, to wykona jej odpowiednie
kroki, jesli jeszcze nie, to — zeby zrobi¢ cokolwiek — musi
nada¢ liczbom i dziataniu jaki$ zrozumiaty dla siebie sens,
np. utozy¢ na wilasny uzytek zadanie o jabtkach na talerzach.

Realistyczne zadania tekstowe moga uczy¢ liczy¢ i two-
rzy¢ warunki do budowania przez dzieci wlasnych strategii
obliczeniowych. Oprocz tego, pelniag wazna funkcj¢ moty-
wujaca — dostarczaja przyjemnosci plynacej z tego, ze dato
si¢ pokona¢ pewna trudnos¢, a takze podnosza samooceng.
Wszystko to jednak pod jednym warunkiem — Ze dziecko
ma mozliwo$¢ poszukiwania oraz wyboru metody jego
rozwiazania.

Nie marnujmy tych mozliwosci, zbyt wcze$nie
zmuszajac dzieci do operowania symbolami na kazdym

kroku. Symbole u dzieci w tym wieku na ogoét nie buduja
zrozumienia, jedynie uruchamiaja zapamigtane procedury.
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2) Podstawowq pomocq przy rozwiqzywaniu zadan
tekstowych jest staranne wypisanie danych i szukanych.

Poczatki heurystyki, czyli nauki o metodach (tworcze-
g0) rozwigzywania problemow siggaja Starozytnej Grecji,
a wsrod jej ,,rodzicow” mozna wymieni¢ m.in. Sokratesa —
tworce 1 propagatora tzw.metody polozniczej, w ktorej,
dzigki stawianiu pytan pobudzajacych mys$lenie ucznia,
prowadzimy go do samodzielnego ,,urodzenia” rozwigzania.

Do powstania wspotczesnej wersji heurystyki w znacz-
nej mierze przyczynit si¢ wybitny amerykanski matematyk
George Polya, ktorego dwie ksiazki: Jak to rozwiqza¢? oraz
Odkrycie matematyczne zostaly przettumaczone na jezyk
polski. Obie te prace poswigcone sa wlasnie sztuce rozwia-
zywania problemow (i to nie tylko matematycznych!). Wsrod
formutowanych w nich rad i wskazowek znajduje si¢ rowniez
ta, zwracajaca uwage na potrzebe uwaznego analizowa-
nia(!) danych i szukanych. W najbardziej ogoélnej wersji rady
G. Polyi, dotyczace procesu rozwiazywania zadan, brzmig
nastepujaco’’:

1. Staraj si¢ zrozumie¢ zadanie.

2. Znajdz zwiazek miedzy danymi i niewiadomymi.
Utoz plan rozwiazania.

Wykonaj swoj plan.
4.  Przestudiuj otrzymane rozwigzanie.

By¢ moze efektem ksiazek G. Polyi jest istniejacy od lat
w naszej szkole zwyczaj wypisywania danych i szukanych
W procesie rozwiagzywania zadania tekstowego. Heurystyczna
wskazowka stata si¢ obowiazkowym etapem procedury i za-
domowita si¢ juz nawet w I etapie ksztalcenia. Jej zwolen-
nicy 1 propagatorzy nie zwrocili jednak uwagi na dwie
rzeczy:

—  G. Polya zachgca nie do wypisywania danych i szuka-
nych, lecz do poszukiwania zwiazkow migdzy nimi;

—  aswoje wskazowki stworzyt dla kilkunastolatkow przy-
gotowujacych si¢ do studiow i na nich testowal ich
stusznos¢.

A co w takim razie z dziewigcio- czy dziesigciolatkami?
W ich przypadku wypisanie danych i szukanych ma tylko
jedna zalete:

—  zwraca uwagg na informacje podane w zadaniu i sfor-
mutowane w nim pytanie;

oraz kilka ogromnie istotnych wad, zwtlaszcza z punktu wi-
dzenia dzieci mniej formalnie myslacych:

G, Polya, Jak to rozwiqzac¢?, PWN, Warszawa 1993.
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—  buduje ,,tam¢” miedzy trescia zadania a tworzonym roz-
wigzaniem, zachgcajac, czy wrecz zmuszajac uczniow
do manipulowania — czgsto przypadkowego — wypisa-
nymi danymi;

—  kieruje dziecko w strone¢ rozwiazania symbolicznego,
opartego na operacjach arytmetycznych, ograniczajac —
czy wregez zmniejszajac do zera — szanse na inny sposob
rozwigzania zadania (np. rysunkowy);

—  ucznidw, ktérzy nie sa jeszcze gotowi w ten sposob
radzi¢ sobie ze ztozonym zadaniem, zachg¢ca w efekcie
do tworzenia roznych ,,strategii obronnych”.

Jesli chcemy zwrdci¢ uwage dzieci na dane umiesz-
czone w zadaniu, zach¢émy je do kilkakrotnego przeczytania
jego tresci, do podkreslenia w nim oléwkiem waznych
informacji, sformuluyjmy seri¢ pytan dotyczacych sytuacji
opisanej w zadaniu, poprosSmy dzieci, aby ,,po swojemu’”
opowiedziaty o tym, o co w nim chodzi — ale nie wpychaj-
my ich w Kolejny, bardzo waski i ograniczajacy, schemat.

Oczywiscie, kazda heurystyka, czyli wskazowka doty-
czaca metod rozwiazywania zadan czy problemoéw, jest takze
pewnym schematem, lecz jej sita polega na tym, Ze jest to
schemat bardzo ogolny, ktory daje si¢ zastosowaé zawsze
i ktory tworzy warunki do budowania wilasnych, bardziej
szczegodtowych, strategii prowadzacych do sukcesu.

3) Jesli chcemy, aby uczniowie opanowali umiejetnosé
rozwiqzywania zadan tekstowych, musimy przerobi¢ z nimi
duzq liczbe typowych zadan.

Zacznijmy od stowa-klucza: ,utrwali¢”. Co to znaczy,
ze dzieci co$ ,utrwality”? Najczesciej kryje si¢ za tym
zwrotem zrobienie przez nie, z wigkszym lub mniejszym
zaangazowaniem (takze intelektualnym), serii zblizonych czy
nawet bardzo podobnych przyktadow lub zadan. Celem tego
zabiegu jest ,,wdrukowanie” w $wiadomos¢ dzieci pewnej
mechanicznej procedury postgpowania, pewnej typowej
reakcji na konkretng sytuacj¢ dydaktyczna.

W przypadku zadan tekstowych mozna wyrozni¢ kilka
podstawowych kategorii zadan pojawiajacych si¢ w I etapie
ksztatcenia i utrwali¢ metody ich rozwiazywania. Mozna, ale
czy warto?

Jak pokazuje takze praktyka, w efekcie takiego po-
dejscia umiejetnos¢ rozwiazywania zadan ,rozpadnie si¢”
w $wiadomosci ucznia na dwie umiejgtnosci sktadowe:

—  rozpoznanie typu zadania;

—  przywolanie z pamigci wlasciwej procedury
postgpowania.
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Takie podejscie do zadan tekstowych ma swoje prak-
tyczne zalety — daje spora szansg, ze znaczna cze$¢ dzieci
poradzi sobie z zadaniami ,,utrwalonych” typéw na popular-
nych w naszych szkotach testach kompetencji trzecioklasisty
lub na poczatku swojej edukacji w klasach starszych. Na
poczatku, bo potem pojawia si¢ nowe klasy zadan i wszystko
trzeba bedzie zaczyna¢ od nowa. Trudno powiedzie¢, jak
duza jest wspomniana wczesniej szansa — procent popraw-
nych rozwigzan zadania C (por. s. 79), czyli najbardziej
typowego zadania zlozonego, nie jest przeciez imponujacy.

To podejscie ma jednak przede wszystkim wady, poniewaz:

—  wypacza i degeneruje sens umiejgtnosci rozwiazywa-
nia zadan tekstowych — jak juz wspominalismy —
najwazniejszego celu edukacji matematycznej w szkole
podstawowej;

—  wzmacnia i utrwala jako podstawowa, czy nawet jedy-
ng, strategi¢ intelektualng — strategi¢ przypominania.

Sam odruch poszukiwania wzorca w pamigci nie jest
niczym ztym. Klopoty pojawiaja si¢ dopiero wtedy, gdy
strategia ta jest jedynym narzedziem intelektualnym,
stosowanym przez ucznia. Prowadzi to bowiem szybko do
tego, ze uczen jest w stanie poradzi¢ sobie tylko(!) z tymi
zadaniami, ktore poprawnie rozpozna (Na co to jest? Na
mnozenie czy odejmowanie?) 1 do ktorych ,klucz” posiada
W pamigci.

A jesli nie rozpozna? Wtedy rezygnuje z proby sensow-
nego rozwigzania zadania, uruchamiajac jakie$ ,strategie
zastgpceze” (Dodajmy wszystkie liczby z zadania, moze to jest
zadanie na dodawanie, moze bedzie dobrze.).

Efekty takich dzialan widaé analizujac np. wyniki pols-
kich pigtnastolatkow, bioracych udziat w badaniach PISA
(por. s. 141) czy w innych badaniach mi¢dzynarodowych —
dobre wyniki w sytuacjach typowych i bezradnos$¢ (wyuczo-
na?) wszedzie tam, gdzie sytuacja jest nowa i wymaga
zastosowania posiadanej wiedzy.

Rozwiazanie serii typowych, podobnych zadan, wbrew
obiegowym opiniom, nie tylko nie pomaga opanowac
umiejetnosci rozwigzywania zadan, ale wrgcz uniemozliwia
jej zdobycie! Zamiast rzeczywiste] umiej¢tnosci, w osta-
tecznym rozrachunku udzialem dziecka staje si¢ kilka
schematéw, znudzenie i zniechecenie, brak wiary we wlasne
sity oraz intelektualna bezradnos¢''. Czasami takze garsc
,obronnych strategii”, ktorych celem jest ukrycie tej bez-
radnosci:

" Por. np. D. Klus-Stafiska, M. Nowicka, Sensy i bezsensy edukacji wczesnoszkolnej,
WSIiP, Warszawa 2005.
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— jesli liczby w zadaniu sq mniej wiecej tej samej wiel-
kosci, nalezy je dodac,

— jesli obie sq nieduze, to nalezy je pomnozyc,

— Jjesli jedna jest nieco wigksza od drugiej, to od wickszej
odejmujemy mniejszq,

A chodzito nam przeciez o co$ zupeie innego!

Pamigtajmy! Jesli nie stworzymy warunkéw do tego,
zeby dzieci budowaly sobie (z nasza pomoca!) sensowne
strategie postgpowania, to wymysla wiasne, ktore, gdy
zabraknie we wlasciwym momencie informacji zwrotnej,
moga mocno nas zaskoczy¢.

Przytoczmy na koniec stowa wspomnianego wczesniej
G. Polyi:

Uczenie mechanicznego wykonywania typowych ope-
racji matematycznych i niczego wiecej lezy niewatpliwie
ponizej poziomu ksiqzki kucharskiej, gdyz przepisy kuchar-
skie zostawiajq cos dla fantazji i sqdu kucharki, a przepisy
matematyczne — nic'?.

” . - [9 . [ [
' ra/h /, ( W%ccyw/, Wato ol
Co robi dziecko, gdy ma rozwigzaé¢ zadanie tekstowe
1 nie wie, w jaki sposob to zrobi¢? Najczgsciej w takiej
sytuacji zaczyna zgadywac — podobnie zreszta postgpuja tez
na ogot dorosli: a moze 14?7 albo 20? ... Metoda prob i blg-

dow jest jedna z najbardziej naturalnych metod postepowania
w sytuacji, gdy nie wiemy, co trzeba zrobic.

I dobrze! Bo wprawdzie metoda ta jest mato efektywna,
ale moze sta¢ si¢ podstawa do zbudowania przez ucznidow
znacznie potgzniejszego narzedzia, ktore — przez analogi¢ —
mozemy nazwac strategia prob ipoprawek. W tym celu
wystarczy wspdlnie zacza¢ zastanawiaé si¢ nad tym, co
wynika z kolejnych préb i jakich nowych informacji nam
dostarczaja. Niekiedy wystarczy jedno dobre pytanie posta-
wione we wlasciwym momencie.

1. W zagrodzie byly kury i kroliki. Razem bylo 20 glow
i 68 nog. lle bylo kur, a ile krolikow?

"2 G. Polya, op.cit., s. 244.
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Tego typu zadania od lat pojawiaja si¢ na réznego ro-
dzaju konkursach matematycznych. Dorosty na ich widok od
razu zaczyna pisa¢ uktad dwoch rownan z dwiema nie-
wiadomymi. Czy rzeczywiscie musimy strzela¢ z armaty do
wrobla? Sprobujmy inaczej:

Wszystkich zwierzqt jest 20. 10 krolikow to: 10 x4 =40 nog
To moze krolikow jest 10? kur tez byloby 10: 10 x2 = 20 nog
Sprawdzmy, czy tak rzeczywiscie jest: razem byloby wiec 60 nog.

A mialo by¢ 68. Pierwszy strzal i pudlo. Nog jest za malo. Ale co to oznacza?
Co wynika z tego, ze gdy krolikow jest 10, to nog lqcznie jest za mato?
Czy krolikow powinno by¢ wiecej czy mniej niz 10?

Wiecej, bo to one ,,dodajq” nog. 12 krolikow to: 12 x4 =48 nog

Pora na poprawke! To moze 12?7 8 kur to: 8 x2 =16 nog
razem wiec 64 nogi.

Znacznie lepiej!

Wida¢ juz, ze krolikow bylo 14. 14 krolikow to: 14 x4 =56 nog

Ale sprawdzmy to na wszelki wypadek: 6 kur to: 6 x2 =12 nog
razem: 68 nog!

Zrobione!

Jak widaé, do rozwigzania tego zadania wystarczy
umiejetno$é dodawania i mnozenia w niezbyt duzym zakresie
liczbowym 1 nic wigcej! Moze jeszcze tylko jedna, na og6t
zupetnie niedoceniania rzecz — cheé rozwiazania zadania,
wynikajaca, by¢ moze, z przekonania, ze jesli si¢ sprobuje, to
na pewno si¢ uda. Jedna z wazniejszych rzeczy w proce-
sie rozwijania umiejetnosci matematycznych uczniow jest
wzmacnianie w dziecku wiary w swoje sily, w sit¢ posia-
danej wiedzy, budowanie przekonania, ze jesli sprobuje, to
powinno by¢ dobrze.

Trzeba tylko probowaé i wyciagac z tych prob wnioski!
Bo jesli dziecko nie ma odwagi probowac, to...

Nie nalezy myli¢ przedstawionej na powyzszym przy-
ktadzie strategii z metoda prob i btgdow. Metoda prob i bie-
dow, w ktorej nie ma miejsca na refleksj¢ o wnioskach
ptynacych z kolejnych wykonywanych prob, nie gwarantuje
koncowego sukcesu. Strategia prob ipoprawek t¢ gwa-
rancj¢ daje. Jej zbudowanie na bazie spontanicznych ,,strza-
16w” ucznidw jest proste — wystarczy zacza¢ konsekwentnie
stawia¢ po kolejnych probach jedno krotkie izrozumiate
pytanie: Co z tej proby wynika?

95



I jeszcze kilka zadan:

2. Wybratem pewnq liczbe, dodalem do niej 16
i otrzymatlem 44. Jakq liczbe wybratem na poczqtku?

No to znowu sprobujmy. Zawsze warto zaczynaé od
czegos ,,okraglego”, co daje proste obliczenia i szybka orien-
tacje w tresci zadania.

Moze 10: 10 + 16 = 26 — pudlo, o wiele za mato. Czyli — ta liczba jest wieksza!
Moze 20: 20 + 16 = 36 — lepiej, ale ciqgle za malo. Jeszcze wieksza.

30? 30 + 16 = 46 — tym razem troszke za duza. O 2!

Zatem 28: 28 + 16 = 44. Dobrze!

A teraz, gdy juz wiemy, jaka to byla liczba, mozemy si¢
wspolnie zastanowié, czy mozna bylo znalez¢ ja szybcie;j.

3. W pudetku bylo 26 klockow. Janek zabral czes¢ z nich.
W pudelku zostalo tylko 8 klockow. Ile klockow zabral
Janek?

Moze wziql 10 klockow? 26— 10 = 16 — pudio.
Wziql wiecej czy mniej niz 10?

Sprawdzmy, co by bylo, gdyby wziql 16: 26 — 16 = 10 — blizej.
Czyli wzigl jeszcze wiecej — 187 26-18=8.

W zadaniu sa podane dwie liczby, jedna wigksza od
drugiej, wigc pewnie trzeba je odja¢ (por. s. 94). Klopot
w tym, ze z tresci zadania wynika odejmowanie 26 — ? = §,
anie 26 — 8 = ?2. Ilu ucznidw rzeczywiscie rozumie, dlaczego
to drugie odejmowanie daje rozwiazanie?

Moze ich procent bedzie wiekszy, gdy najpierw rozwia-
7a to zadanie, stosujac strategi¢ prob i poprawek, a potem
zastanowig si¢ nad szybsza droga do celu. Przy okazji maja
szans¢ odkry¢ wazna, i wcale nie taka prosta jak si¢ wydaje,
wiasnos¢ odejmowania: im wigkszg liczbe odejmujemy, tym
wynik jest mniejszy.

4.  Ojciec i syn majq razem 60 lat. Ojciec jest trzy razy
starszy od syna. Ile lat ma kazdy z nich?

Ile lat moze miec¢ syn? Moze 10: to ojciec ma 3 x 10 = 30 lat,
a razem majq 40 — za mato.

Czyli syn musi by¢ starszy. 157

3x15=45 45+ 15 = 60, zrobione!

Ponownie, zamiast uktadu rownan czy jednego réwnania,
kilka prostych operacji.
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Strategia prob i poprawek ma wiele zalet, przede wszystkim:

— daje si¢ z sukcesem zastosowaé do ogromnej liczby
zadan réznych typow,

—  najczegSciej wymaga zastosowania bardzo prostych
narzedzi matematycznych,

—  doskonali sprawno$¢ rachunkowsa dzieci i pozwala im
poznawaé wilasnosci dziatan,

—  nawet gdy nie prowadzi do sukcesu, to pozwala lepiej
zrozumie¢ tre$¢ rozwigzywanego zadania, co moze
umozliwi¢ dziecku siggnigcie po inna metode.

I jeszcze jedna, bardzo istotna zaleta — uczy sprawdzaé
poprawnos¢ rozwigzania zadania. Bo sprawdzenie to nie
polega na kontroli poprawnosci wykonywanych obliczen, ale
na ustaleniu, czy otrzymany wynik spetnia warunki zadania,
czy pasuje do przedstawionej w nim sytuacji.

Cotwotimt h//wﬁvrcz% /’/O’l‘aék/

h/cé’c r%aﬁ/, ./

O potrzebie rysowania podczas rozwiazywania zadan
tekstowych wspominaliSmy juz wczesniej, w kontekscie
roznych typow reprezentacji, tworzonych przez dziecko.
»Rysowanie zadania” jest takze jedna z najpotgzniejszych
strategii stuzacych ich rozwiazywaniu na kazdym szczeblu
edukacji, nie tylko w klasach 1-3.

Niekiedy zrobienie rysunku niespodziewanie przynosi
rozwiazanie. Tak jest na przyklad w przypadku zadania, od
ktérego rozpoczelismy:

1. Wzagrodzie byly kury i kroliki. Razem bylo 20 glow
i 68 nog. lle bylo kur, a ile krolikow?

Bylo 20 glow, narysujmy je:

YOO 00000
QOOOOOOOOO
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Do kazdej glowy ,,doczepmy” po dwie nogi.:

Tak wygladalaby sytuacja, gdyby byly to same kury. ,, Uzylis-
my” juz 40 nog. Zostalo nam jeszcze 28 nog ,, bez przydzia-
", wiec dorysujmy je parami, zamieniajqc w ten sposob
niektore kury na kroliki.

0 G G Gk i e G e
NRRARR @R

Zadanie narysowane. Teraz wystarczy przeliczyé:

14 krolikow i 6 kur.

DD

Warto sprawdzi¢, czy czegos nie pominelismy:
14+ 6 =20, 14 x4+ 6 x2 = 68. Dobrze!

Analogicznie postgpujemy w przypadku innych, podob-
nych strukturalnie zadan, ktorych wcale nie trzeba rozwia-
zywaé za pomoca uktadu réwnan — wystarczy dobry rysunek:

5. Ania karmita w schronisku psy i koty. Kazdy pies dostal
6 kawatkow miesa, a kazdy kot 4 kawalki. Ile bylo psow,
a ile kotow, jesli tqcznie bylo ich 13, a Ania dala im 68
kawatkéw miesa?

Sprobujmy narysowaé to, o czym opowiada historyjka
z zadania:

Bylo 13 zwierzqt, kazde z nich mialo pewnie swojq miseczke,
narysujmy wiec 13 miseczek:

OO0 OOOOOOQ
OO0 O



Do kazdej miseczki wkiadamy po 4 kawalki miesa, czyli tyle,
ile dostaje kot:

To razem 40 i 12, czyli 52 kawalki. To zostalo ich jeszcze 16
do rozlozenia. To sq te dodatkowe kawalki dla psow,
rozlozmy wiec je po dwa do kolejnych miseczek, az razem
bedzieich 16: 2, 4, 6, ..., 16.

(:% & &) o @ @

To sq miski psow, a to miski kotow:

0 @ @ af g

,:_;.. T

Czyli w schronisku bylo 8 psow i 5 kotow.

Sprawdzmy, czy gdzies sie nie pomylilismy:

8 + 5 = 13 - liczba zwierzqt sie zgadza;

8 X 6=48 5 x 4 =20 48 + 20 = 68 — liczba kawatkéw
miesa tez.

Ale przeciez uczen nie zapisal zadnego obliczenia —
moze powiedzie¢ zwolennik obowiazku stosowania symbo-
liki matematycznej ,,na co dzien”.

A czy musial? Moze lepiej, ze nie zapisal? Moze dzigki
temu kazdy uczen przekona si¢, ze rozwigzywanie nawet na
pozoér tak trudnych zadan jest w zasiggu jego mozliwo$ci?
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Kolejne zadanie podobne jest do zadania F z testu (por.

s. 73), cho¢ odrobing trudniejsze:

6.

Za 6 filizanek i 6 talerzykow pani Irena zaplacila 42
zlote. Nastepnego dnia pani Irena dokupila jeszcze 2
filizanki i 6 talerzykow z tego samego zestawu. Tym
razem zaplacita 26 zi. Ile kosztowala filizanka, a ile
talerzyk?

Narysujmy te zakupy:

SUARW AN W S WA w:

Q QCZC:?C:?'C:?

Na razie nic nowego, po prostu tres¢ zadania przedsta-

wiona na rysunku. Rysunek przemawia jednak duzo mocniej
i pozwala zobaczy¢ to, co w zapisie umyka, np.:

Za ktorym razem pani Irena kupila wiecej naczyn?
O ile wiecej? lle wiecej za nie zaplacita? ...

Za pierwszym razem pani Irena kupila 6 kompletow:
filizanka + talerzyk. Ile kosztuje jeden taki komplet? ...

Informacja o cenie kompletu moze byé wykorzystana

w rdzny sposob, takze do poszukiwania ceny filizanki i tale-
rzyka z pomoca strategii prob i poprawek: jesli komplet
kosztuje 7 zlotych, to moze...

Czasami nie daje si¢ od razu zrobi¢ wlasciwego rysun-

ku, ale daje si¢ go dopasowaé do warunkow zadania wlasnie
z pomoca prob i poprawek — te dwie strategie wzajemnie
bardzo si¢ wzmacniaja;

7.

Dorota trzyma swoje ksiqzki na regale o trzech potkach.
Najmniej ksiqzek ma na gornej polce. Na srodkowej ma
ich o 4 wiecej, a na dolnej o 7 wiecej niz na gornej.
Ltqcznie ma 47 ksiqzek. lle ksiqzek stoi na kazdej
z polek?

lle ksiqzek moze sta¢ na najwyzszej polce? Moze 10? Zrobmy
odpowiedni rysunek:
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Na gornej 10, to na srodkowej 14, a na dolnej 17, razem 41.
Za malo.

To dorysujmy kolejne ksiqzki, po jednej na poice, tak, aby
bylo dobrze: 42, 43, 44, ...

Na gornej jest 12 ksiqzek, na srodkowej 16 (czyli o 4 wiecej),
na dolnej 19, czyli o 7 wiecej niz na gornej, razem 47 ksiqzek.
Wszystko sie zgadza.

Przy rozwigzywaniu wielu zadan — zaréwno latwiej-
szych, jak i trudniejszych — rysunek moze ogromnie pomoc:
moze da¢ rozwiazanie ,na tacy”, moze pozwoli¢ odkryc
droge prowadzaca do rozwigzania, a w najgorszym razie
pozwoli¢ lepiej zrozumie¢, o co w zadaniu chodzi. Bez
zrozumienia tresci zadania wszelkie proby jego sensownego
rozwiazania sa z gory skazane na niepowodzenie.
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Zro¥ ﬁv/c(k{

Jedna z przytoczonych wczesniej (s. 91) rad G. Polyi,
dotyczacych sztuki rozwigzywania zadan tekstowych mowi
o potrzebie szukania zwigzku migdzy danymi i niewiado-
mymi. Sprobujmy poszukaé tego zwiazku w sposob bardziej
niz dotychczas uporzadkowany:

7. Dorota trzyma swoje ksiqzki na regale o trzech potkach.
Najmniej ksiqzek ma na gornej péice. Na srodkowej ma
ich o 7 wiecej, a na dolnej o 18 wiecej niz na gornej.
Lqcznie ma 73 ksiqzki. Ile ksiqzek stoi na gornej polce?

Zacznijmy od strategii prob i poprawek oraz ,,ustawie-
nia” 10 ksiazek na gornej polce, ale zbierane informacje
zapiszmy w tabelce, np. takiej:

Gorna potka | Srodkowa potka | Dolna potka | Razem
10 17 28 55

Razem 55, czyli za malo. Zobaczmy, co i jak bedzie si¢
zmieniad, jesli bedziemy dostawia¢ na kazdq potke po jednej
ksiqzce:

Gorna potka Srodkowa potka | Dolna potka | Razem
10 17 28 55
11 18 29 58
12 19 30 61
13 20 31 64
14 21 32 67

Jeszcze dwa wiersze i koniec: na gornej polce stoi 16 ksiqzek.

Najtrudniejszg czynnoscig jest zbudowanie tabelki.
Potem juz tylko wykorzystywanie prostych zaleznosci: tu
rosnieo l,tuo 1,tuo1l,atuo 3.

Wypehianie tabelki mozna tez zaczaé od ,,samego
poczatku™:

8. Janek, Tomek, Piotr i Karol zbierajq modele samocho-
dow. Tomek ma o 7 modeli wiecej niz Janek, Karol ma
o 18 modeli wiecej niz Tomek, a Piotr o 3 wiecej
niz Karol. Razem majq 88 modeli. Ile modeli ma kazdy
z nich?
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Ktory z chlopcow ma najmniej modeli? Janek.

Warto budowanie tabeli i jej wypelnianie zaczqé wiec od
Janka.

Janek Tomek Karol Piotr Razem
1 8 26 29 64
2 9 27 30 68
3 10 28 31 72
4 11 29 32 76
5 12 30 33 80
6 13 31 34 84
7 14 32 35 88

Sprawdzmy jeszcze, czy liczby z ostatniego wiersza tabeli
spelniajq warunki z zadania:

Tomek o 7 wiecej od Janka;

Karol o 18 wiecej od Tomka;
Piotr o 3 wiecej od Karola,

razem 88. Wszystko tak, jak trzeba.

9. Janek, Tomek i Karol zbierajq modele samochodow.
Tomek ma dwa razy wiecej modeli niz Janek, a Karol
ma trzy razy wiecej modeli niz Tomek. Razem majq 135
modeli. Ile modeli ma kazdy z nich?

Zacznijmy od 10 modeli u Janka:

Janek Tomek Karol Razem
10 20 60 90
11 22 66 99
12 24 72 108

117
126
15 30 90 135

Tuo 1 wiecej, tuo 2, tuo 6, atuo9.
Acha, dalej bedq kolejno: 117, 126, 135.

Nie musimy wypehic¢ calej tabelki, zeby wiedzie¢, ja-
kie jest rozwiazanie.

Spojrzmy jeszcze raz na dwa ostatnie zadania. Zadanie 8
dotyczy porownywania réznicowego, zadanie 9 — ilorazo-
wego. Moze takie doswiadczenia z wypetnianiem tabelek
pomoga niektorym uczniom uswiadomic sobie r6znicg¢ mig-
dzy jednym a drugim?
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Te dwie, zwiazane ze soba, strategie: Probuj i wycia-
gaj wnioski oraz Zréb tabelke pozwalaja dziecku na rozwia-
zanie wielu zroznicowanych zadan — wystarczy umiec¢ li-
czyé. Trzeba takze zrobi¢ dwie rzeczy, ktore podczas
rozwiazywania zadan tekstowych sa by¢é moze najistot-
niejsze: trzeba zrozumie¢ zadanie i trzeba podjac probe jego
rozwiazania — o to drugie zdecydowanie latwiej, gdy uczen
wie, od czego moze zacza¢. Bardzo czgsto zrozumienie
zadania jest konsekwencja przeprowadzonych prob: strzela-
jac i sprawdzajac swoje strzaly czy wypelniajac tabelke,
uczen bada sytuacje opisang w zadaniu, bada zwiazki
istniejace migdzy wystepujacymi w zadaniu wielkosciami
i zaczyna dostrzegac, o co w nim tak naprawd¢ chodzi.

Przytoczone strategie to tez pewne schematy postepo-
wania. Jednak ich sita, w odréznieniu od innych schematycz-
nych metod, z ktorymi zapoznajg si¢ uczniowie, jest uniwer-
salno$¢ ich zastosowania — moga przydaé si¢ dostownie
wszgdzie!

Rozwiazywanie tego samego zadania kilkoma réznymi
metodami ma wiele walorow ksztalcacych. Zwraca migdzy
innymi uwage na to, ze rézne drogi moga prowadzi¢ do tego
samego celu, ze przy rozwigzywaniu zadan mozliwe i po-
prawne sa rozne sposoby myslenia oraz postgpowania. Kazda
z metod moze ujawnic inng wlasno$¢ badanej sytuacji, moze
pokaza¢ inne zwiazki migdzy wystepujacymi w zadaniu
obiektami. Zachecajmy wigc ucznidow, aby prezentowali swo-
je rozwigzania, opowiadali o stosowanych metodach, o pyta-
niach, dzigki ktorym wpadli na taki czy inny pomyst. Szybko
okaze si¢, ze pomysty te sa roznorodne i rzeczywiscie
zaskakujace. I pamigtajmy — zawsze najlepsza jest ta meto-
da rozwiazania, ktdra uczen samodzielnie wymysli!
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Co Woynka 7 (240 (elotr
Przecz;jmy uwaznie ten tekst: /

Biata szkota

Oérodek znajduje sie w odlegtosal 10 minut
pieszo od centrum Zakopanego. Z jego oluen
roztacza sig widok na przepickng panorame Tatr.

E'_'_"'."_' -

Osrodek oferuje smaczne domowe jedzeme
- pelne dzienne wyzywienie w ceme 24 zlotych
{(smadame 6 21, obiad 12 21 kolaga 6 2.

Do wybom pokoje rézne wielkosa:

typ pokoju liczba poka ch?:cfnae;lgsi’%gy
dwuosobowy [ 25zt
trzyoschowy 4 20 gt
czterooschowy 4 18 zt
piecioosohowy 3 15 zt
szefciooschowy 3 13 zt

[stieje mozliwosé organizac)i ogniska 1 uligdw (sanie dla 6 osdb: 71 2ty

—  Czego mozemy si¢ dowiedziec z tej oferty o osrodku?

—  Na jakie pytania mozemy odpowiedzie¢, korzystajqc
z podanych informacji?

—  Zrobmy liste tych pytan. Poszukajmy na nie wspolnie
odpowiedzi.

Czy wymyslajac pytania i — w efekcie — uktadajac
zadania tekstowe, uczniowie wymysla, zeby dodawac liczbe
pokoi do ceny noclegu albo mnozy¢ ceng obiadu przez koszt
wynajgcia san (por. s. 84)? Jesli nawet to si¢ zdarzy, to
bardzo szybko sobie uswiadomia, Ze tego typu operacja nie
ma zadnego praktycznego (i matematycznego takze) sensu.

Oferta ta jest na tyle bogata, ze stwarza uczniom
naprawd¢ wiele mozliwosci:

—  od stwierdzenia, ile kosztuje nocleg jednej osoby w po-
koju dwuosobowym i na przyktad o ile jest drozszy od
noclegu w pokoju trzyosobowym,

—  porozwazania o tym, jak moze ulokowac si¢ wycieczka
ztozona z 8 dziewczat i 7 chltopcoéw, aby koszt pobytu
byt jak najnizszy.

Dzigki temu kazdy uczen moze w niej ,,znalez¢” co$ na
SW0jq miarg.
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Rozwijanie umiej¢tnosci rozwiazywania zadan teksto-
wych to zlozony proces, bo i sam proces rozwigzania zadania
obejmuje wiele etapéw — zrozumienie sytuacji opisangj
w zadaniu, przeanalizowanie podanych w nim informacji
i zbadanie ich przydatnosci, ulozenie planu rozwiazania itd.
Tego typu ,.kruszenie” krotszych i dluzszych (cho¢ zawsze
bogatych!) tekstow'> moze byé skutecznym narzedziem na
drodze do mistrzostwa, nie tylko w rozwiazywaniu zadan, ale
takze w rozwiazywaniu problemow. A — niejako przy okazji
— uczen ma okazje¢ pozna¢ kolejng wazna strategi¢ poszuki-
wania rozwiazan problemow i zadan tekstowych — znana od
kilku tysiecy lat pod nazwa syntezy.

3 Por. A. Kaufmann, M. Fustier, A. Drevet, Inwentyka, WNT, Warszawa 1975.
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OBLICZANIE OBWODU PROSTOKATA

W klasach 1-3 polskiej szkoty elementy geometrii
pojawiaja si¢ w bardzo ograniczonym zakresie, co jest kon-
sekwencja nie tylko zdominowania tego etapu ksztalcenia
przez umiejegtnosci obliczeniowe, ale takze wynikiem pewnej
tradycji edukacyjnej, opartej na dos¢ dedukcyjnym i formal-
nym spojrzeniu na pojgcia oraz umiej¢tnosci geometryczne.

To jeden z powoddow, dla ktorych w badaniu pojawito
si¢ tylko jedno zadanie o charakterze geometrycznym, czy
raczej arytmetyczno-geometrycznym:

3. Oblicz obwody narysowanych prostokatow.

a)

60%

50% A

40%

30%

20%

10% -

0% -

bok kratii ma(l cm b:' } ki imadmm

[

Jak wida¢, umiejetno$é obliczania obwodu prostokata
badana byta w dwoch sytuacjach:

—  gdy prostokat narysowany jest na kratce o boku 1 cm
(z tego typu przyktadami uczniowie powinni wielokrot-
nie zetkna¢ si¢ w procesie ksztatcenia)

oraz
—  gdy nazwa ,prostokat” zostata uzyta w stosunku do
kwadratu narysowanego na kratce o boku 5 mm.

Z przyktadem a poradzila sobie nieco ponad potowa
dzieci, z przyktadem b tylko okoto '/3:

54,5% 551%

38,7%

34,1%

przyktad a przyktad b
O poprawne rozwigzanie [ bltedne rozwigzanie [J brak rozwigzania

Diagram 13. Obliczanie obwodu prostokata — rozktad rozwiazan.
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Uderza duza réznorodnos¢ metod zastosowanych przez
ucznidéw, co prawdopodobnie oznacza, ze czg¢$¢ z nich nie
miata zbyt wielu okazji do liczenia obwodu.

Rozwiazania 1-5 pokazuja istotg¢ samego pojecia:
dzieki umieszczeniu prostokatow na kratce mozna obwod po-

liczy¢ ,,na palcach”, przeliczajac odpowiednie odcinki kratki,
albo od razu sumujac ich dhugosci.
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Rozwigzanie zadania wymaga zatem — co widaé¢ — elementar-
nych czynnosci. Czg$¢ uczniow, zapewne na wszelki wypa-
dek, uzupetnita swoje rozumowanie o dodatkowe obliczenia
2,5).

Wprowadzenie kratki o boku 5 mm pozwolito niektérym ucz-
niom na zademonstrowanie swojego matematycznego sprytu:

|

7. J@jyg‘a-]l# %‘H illi» iﬂ: P 40&1?

1 1Cr7
li 8. |

/1] ,

6.
|
[
_1odmle D 34
NP 1]
Cod A0 chon |24 6 bm
-171=h
3715
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(51 12043 - 12) =14
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(Ve
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T

Autorzy rozwiazan 6 i 7 zastosowali najprawdopodob-
niej t¢ sama metode¢ postepowania: polqczmy odcinki tak, aby
otrzymac peine centymetry, cho¢ zapisali ja w zupelnie rozny
sposob. Takze i trzecie rozwiazanie (8) charakteryzuje si¢
oryginalnym sposobem zapisu.

Inne poprawne rozwiazania wygladaly juz bardziej
konwencjonalnie, takze ze wzgledu na typ pojawiajacych sig
w nich usterek:
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W obliczeniach pojawity si¢ takze proby siggnigcia po wzory
i symbole literowe:
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cho¢ dos¢ czgsto konczyly si¢ one jedynie na zonglerce
symbolami:

-t 210 (e

4

Wigkszos¢ btedow wyrazata si¢ w dos¢ przypadkowych
obliczeniach (4-6) i najprawdopodobniej byta efektem nie-
zrozumienia pojecia obwodu (por. tez 7):
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Wsrdd rozwiazan tego zadania trudno jest wskazaé
jakies typowe kategorie btedow. Czegs¢ btednych rozwiazan
byta konsekwencja niezrozumienia tresci zadania, np. ucznio-
wie odnosili dane dotyczace boku kratki do prostokata, ktore-
go obwod mieli obliczy¢ (1, 2). Niewielka cze$¢ dzieci —
5,0% dla przyktadu a oraz 4,2% dla przyktadu b — pomylita
pojecia obwodu i pola (3).
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Podobnie, jak w innych zadaniach, takze i tu pojawity sig¢
przyktady pozornego sprawdzania poprawnosci rozwiazania

(©).

T rtdlas 2y [&/ﬁ/w z

Dlaczego w polskim nauczaniu poczatkowym tradycyj-
nie jest tak mato elementow geometrii?

O jednej z mozliwych przyczyn takiego stanu rzeczy
juz wspominaliSmy — w $wiadomosci bardzo wielu osob
(matematykow, nauczycieli ...) proces uczenia si¢ geometrii
powinien zaczyna¢ si¢ od punktu, prostej iptaszczyzny.
W kolejnych ,,odstonach” punkt powinien trafi¢ na prosta,
dzielac ja na dwie potproste, a dwie polproste o wspolnym
poczatku powinny z ptaszczyzny wycia¢ kat (Scislej mowiac:
podzieli¢ ja na dwa katy). Przy takim podejsciu w dosc
krotkim czasie dziecko zapoznawane jest z najwazniejszymi
(z aksjomatycznego, nie praktycznego, punktu widzenia),
ale rownoczes$nie najtrudniejszymi, pojeciami geometrycz-
nymi — najtrudniejszymi, bo pozbawionymi m.in. dobrych,
wizualnych modeli, pozwalajacych dziecku na rozpoczecie
procesu budowania swoich geometrycznych intuicji.
Wymienione pojgcia sa takze nieobecne we wezesniejszych
doswiadczeniach dziecka — brak ich §ladu w jego wiedzy
nieformalnej i uzywanym jezyku. Czeka si¢ wigc, az dziecko
bedzie ,,gotowe” uczy¢ si¢ o nich.

To, do czego ludzkos$¢ dochodzita przez kilka tysiecy
lat, i to idac w doktadnie odwrotnym kierunku, prezentuje sig

dzieciom szybko i bez glgbszej refleksji nad skutecznoscia
takiego podejscia. Wspominany juz Hans Freudenthal, jeden
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z najwybitniejszych dydaktykow matematyki XX w., tego
typu dziatania zwykt nazywac inwersjg antydydaktyczna:

—  inwersjq, bo proces rozwoju idei jest odwracany i ,,sta-
wiany na glowie”,

—  antydydaktycznq, bo przynosi to duzo gorsze efekty niz
te, ktore bylyby mozliwe, gdyby zabiegu tego nie
stosowac.

Jednym z ulubionych ,,geometrycznych” ¢wiczen auto-
réw roéznych materialow edukacyjnych, takze dla I etapu
ksztalcenia, jest rozroznianie narysowanych prostych od
odcinkow. Klopot polega na tym, ze tych dwoch typow
obiektow nie da si¢ rozréznié¢ na podstawie rysunku — stad
potrzeba wprowadzenia dwoch dodatkowych matych kresek
konczacych odcinek. I juz wiadomo, co uczen ma zrobic:
sprawdzi¢, gdzie sa ,,wasy”, a gdzie ich nie ma — kreska
z ,,wasami” to odcinek, kreska bez nich — prosta. W efekcie,
zamiast z geometriag mamy do czynienia z do$¢ bezmyslnym
rozpoznawaniem kodu. (Przy okazji: czy te dwie kreski to tez
odcinki? Jesli tak, to powinny mie¢ ,,wasy” na koncu, jesli
nie, to przedstawiaja, zgodnie zprzyjeta konwencja ...
proste.)

Uczen bardzo czgsto ma rowniez zaznaczacl, ktore z par
prostych narysowanych na gladkim papierze sa rownolegle,
a ktore prostopadte. Ale na jakiej podstawic ma to stwier-
dzi¢? Jakie narzedzie pozwala zrobi¢ to z cala pewnoscia?
Ktopot polega na tym, Zze nie ma takiego narzedzia. Uczen
nie jest w stanie stwierdzié, uzywajac np. ekierki czy dokonu-
jac pomiaru, czy dwie przecinajace si¢ proste tworza 90°, czy
tylko 89,999°. A jesli tworzg ten drugi kat, to czy jeszcze sa
prostopadte, czy juz nie?

Jak uczen ma ustali¢, czy narysowany na gladkim
papierze czworokat jest rzeczywiscie prostokatem? Jak ma
ustali¢ co$, co nie jest mozliwe do ustalenia?

Przyktadoéw tego typu ,,geometrycznych” zadan i sytu-
acji mozna wymienia¢ wigcej. Nasuwa si¢ pytanie — co maja
one wspolnego z geometrig i rozumowaniami geometrycz-
nymi? Odpowiedz jest niestety do$¢ oczywista.

Geometria moze by¢, z punktu widzenia jej nauczania
i uczenia si¢, dos¢ paradoksalnie, dyscypling albo bardzo
trudng albo latwa:

—  Moze staé si¢ trudna, gdyz jej obiekty — zwlaszcza, gdy
patrzy si¢ na nie jako na nieskonczone zbiory punktow
— sa abstrakcyjne i ztozone. Co wigcej, jak wspomina-
liSmy juz, najtrudniejsze w swej naturze sa te z nich,
ktore leza u podstaw dedukcyjnego systemu wiedzy,
zwanego geometria.

—  Moze sta¢ si¢ dla uczniow latwa i interesujaca, gdyz
moze by¢ wizualna, intuicyjna i zrozumiata.

112



W otaczajacym nas S$wiecie mozna znalezé wicle
atrakcyjnych ksztatcacych modeli roznych obiektow geomet-
rycznych. Przez obcowanie z tymi modelami, wykonywanie
z ich pomoca roznych eksperymentow, badanie ich wtasnos-
ci, uczniowie moga budowa¢ swoje intuicje geometryczne,
wiedze i rozumienie.

Freede W%}&(@t}«, Aobre
worlele

Obiekty geometryczne, w materialnym sensie tego sto-
wa, nie istnieja. Natur¢ tych obiektow poznajemy, obcujac
z ich réznymi modelami, ktére w mniej lub bardziej nie-
doskonaty sposob oddaja ich cechy oraz wtasnosci. Efekt
procesu ksztalcenia zalezy w znacznej mierze od tego, czy
w jego trakcie zostang dobrane takie modele, ktére pozwola
zdoby¢ dobre intuicje i wyksztalci¢ wlasciwe wyobrazenia
o reprezentowanym przez siebie obiekcie. Od ich réznorod-
nosci i sity oddziatywania, a takze sposobu ich wykorzystania
zalezy, czy w $wiadomosci ucznia zostanie wyabstrahowane
z nich to, co dla danego pojgcia i dla catej geometrii jest istot-
ne, czy tez powstanie wyobrazenie, ktore daleko odbiega od
naszych oczekiwan.

Poznawanie geometrii powinno rozpoczynac si¢ wigc
od tych obiektow, ktore sa dostepne poznaniu dziecka i kto-
rych wlasnosci moze ono, obcujac z modelami, samodzielnie
obserwowac i bada¢.

Wokot nas bardzo tatwo znalez¢é dobre modele dla figur
przestrzennych, czyli bryt: wigkszos¢ budynkow i opakowan
ma ksztalt prostopadioscianu, drewniane szescienne klocki
wcigz mozna znalez¢ w wigkszosci dziecigcych pokojow,
w typowym pokoju przeciwlegte $ciany sa do siebie (zgodnie
z planem) rownolegle, podobnie podloga i sufit. Ba, nawet
trudne pojecie kata znajduje swoj model (a nawet kilka)
w kazdej klasie szkolnej.

Moze warto wigc pomysle¢ o tym, zeby — nieco wbrew
tradycji — siggnaé w klasach 1-3 po rozne, takze dosc
nietypowe, ,,przestrzenne” okazje dydaktyczne:

—  Dlaczego kulka polozona na pdice stacza sie z niej?
Kiedy sie stoczy, a kiedy nie? Od czego to zalezy?

—  Dlaczego stol o czterech nogach czesto sie kiwa?
Dlaczego tak sie dzieje?

—  Czy stdl o trzech nogach tez bedzie sie kiwac?
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—  Dlaczego regalow czesto nie daje sie ustawié przy
Scianie albo obok siebie, cho¢ przed ich zmontowaniem
taki wlasnie mielismy zamiar? I skqd sie wziely szpary
miedzy nimi?

—  Dlaczego komddki o kwadratowym blacie na 0gol nie
daje sie ustawic¢ w rogu pokoju?

— Do czego sluzq przyrzqdy, zwane pionem i poziomnicq?

—  Dlaczego czesto na podiodze ukiada sie kwadratowe
phtki? Jakie innego ksztaltu plytki mozna tak ulozyé,
aby pokryly podloge?

Podobno matematyka (geometria) rozwija wyobraznig
przestrzenna. Moze to robié, ale tylko pod jednym warun-
kiem — ze dzieci beda dziataty w przestrzeni, a nie na tablicy
czy na kartce papieru.

/ﬁwfemépczae eky/per/wpaé z

Co dziecko musi zrobi¢, zeby znalez¢ odpowiedz na
przyklad na pierwsze z postawionych wyzej pytan? Najlat-
wiej jest wzig¢ kulke lub pileczkg 1 sprawdzié, w jakiej
sytuacji si¢ stoczy, a w jakiej nie. Innymi stowy — najprosciej
i najlepiej jest poeksperymentowac.

Z punktu widzenia procesu ksztalcenia warto przyjaé,
ze geometria (i cata matematyka takze) jest nauka empi-
ryczna — czyli taka, w ktorej wykonuje si¢ réznego rodzaju
eksperymenty i wyciaga z nich wnioski. W taki wlasnie
sposob, dzigki wykonywaniu réznorodnych eksperymentow
z otaczajaca rzeczywistoscia, dziecko buduje swoje wyo-
brazenia o $wiecie. Zatem nic nowego.

Pileczka, pion, poziomnica — to nie jedyne narzg¢dzia
ulatwiajace realizacj¢ geometrycznych eksperymentow.

Bardzo uzytecznym narz¢dziem moze okazac¢ sig¢
zwykla kartka w kratke. Papier w kratk¢ wyznacza rytm,
ktory — 1 na tym polega ,,geometryczna” réznica migdzy
papierem w kratke i gtadkim — pozwala rozstrzyga¢ wszelkie
spory dotyczace na przyktad prostopadtosci i rownoleglosci
narysowanych na nim odcinkow. Dziecko moze samodzielnie
to stwierdzi¢, moze, odwotujac si¢ do tego wilasnie rytmu,
zbudowa¢ odpowiednie wyjasnienie, sformutowaé geomet-
ryczng argumentacje. Wiele mozliwosci stwarza podloga
wylozona kwadratowymi ptytkami. Wystarczy kawatek
sznurka lub gumy i mozna zacza¢ budowaé oraz badac
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roznorodne wielokaty. Posadzki zbudowane, czy budowane
przez dzieci, z ptytek innego ksztattu (trojkatnych, szescio-
katnych...) stwarzaja kolejne geometryczne ,,okazje”.

Doswiadczenia z lusterkiem pozwalaja na zdobywanie
intuicji dotyczacych jednego znajwazniejszych pojec geo-
metrycznych — pojecia odbicia lustrzanego (symetrii). Budo-
wanie za pomocg lusterka lub dwoch lusterek roznych figur
z narysowanego ksztattu, czy rysowanie ,,w lusterku”, to
kolejne bogate klasy mozliwych geometrycznych ekspe-
rymentow.

Gar$¢ patyczkéw jednakowej dlugosci pozwala na
uktadanie roznorodnych figur i badanie na przyktad ich
obwodu. Gdy patyczki sa réznej dlugosci, uczen moze
zainteresowac si¢ tym, z ktorych trzech patyczkow uda sig
utozy¢ trojkat, a z ktorych nie.

Jednymi z czgéciej uzywanych typow modeli wielo-
katow sa modele wyciete z kartki papieru. W kazdym sklepie
papierniczym znalez¢ mozna bloczki kartek réznego ksztattu.
Potrzebne sa jeszcze tylko nozyczki, aby uczen zaczal
zglebia¢ kolejne tajniki figur...

Gdy juz zbierzemy wiele ,,zabawek” i narzedzi, a takze
nabierzemy wprawy w postugiwaniu si¢ nimi, to mozemy
zaczaé projektowanie nowego osiedla, zrobi¢ makiete szkoty
czy uruchomi¢ inny geometryczny projekt.

Geometria rozumiana jako nauka eksperymentalna
i empiryczna stwarza uczniom okazje¢ do prob i dos§wiadczen,
do samodzielnego poszukiwania i budowania, do wyciggania
wnioskow z obserwacji, do formutowania hipotez i ich swia-
domego weryfikowania — czyli do myslenia! Umozliwiajac
uczniom badanie bryt i figur przez manipulowanie, stwa-
rzamy dobre podstawy do bardziej formalnych rozumowan
w klasach starszych. Dzigki takiemu podejsciu ksztattujg oni
swojg intuicj¢ geometryczna, wzbogacaja wyobraznig, a wigc
wspottworza wlasng wiedze o obiektach geometrycznych
i ich wzajemnych powiazaniach. Tak zdobyta wiedza ma dla
nich gleboki sens, gdyz jest wynikiem ich wilasnej aktyw-
nosci. Dzieci przezywaja rozne sytuacje, widza je na ,,wlasne
oczy”, co sprawia, ze lepiej je rozumieja i w nie wierza, bo
same ich doswiadczyly.
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DOSTRZEGANIE | STOSOWANIE
PRAWIDLOWOSCI

Wybitny polski matematyk, Hugo Steinhaus, sformu-
lowat kiedys takie, czg¢$ciowo tylko zartobliwe, twierdzenie:

Niezaleznie od tego, co bedziesz robi¢ w przyszlosci, po
matematyce bedziesz robié to lepiej.

Matematyka moze uczy¢ bardzo wielu rzeczy o uniwer-
salnej przydatnosci: dostrzegania prawidtowosci, dostrze-
gania i badania zwiazkow (np. typu przyczyna—skutek),
wnioskowania, argumentowania, przekonywania... Od lat
zwraca si¢ uwage na jej walory ksztalcace i akcentuje, zeby
nie tylko uczy¢ matematyki, ale przede wszystkim — i to
zwlaszcza na nizszych poziomach edukacji! — uczy¢ przez
matematyke czy dzigki matematyce.

W testach, ktorych wyniki prezentujemy, znalazto sig¢
kilka zadan, ktorych celem byto miedzy innymi zbadanie, czy
uczniowie klasy 3 potrafia dostrzega¢ prawidlowosci 1 wyko-
rzystywac je. Oto jedno z nich:

3. Rysunek pokazuje poczatek szlaczka zlozonego az z 96 figurek ulozonych zgodnie
z pewna zasada. Przyjrzy) sig uwaznie rysunkowi 1 odgadm, jaka to zasada.

OH A TON AR ONAY RO A

a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

# dvunastym miejscu? 0 s
7 dwudziestym miejscu? 0

¥ czterdziestym CZWartVi muejsci? e

b) Czy jest jakas szybka metoda znaleziema odpowiedzi na takie pytania? Jaka?

c) MNa ktorym miejscu w tym szlaczku jest:

= piaty zkolei krzyz?

» szoste z kolei kolko?

= szosty z kolei bowadrat?
d) Zaprojekty 1 narysy podobny szlaczek, korzystajac z 4 roznych figurek.

EEEE 1 ]
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100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Szlaczek, ktorego 18 poczatkowych figur znajduje si¢ na
rysunku, ma dos$¢ typowy charakter — zbudowany jest z pig-
ciu powtarzajacych si¢ w regularny sposob figur, wyraznie
rozniacych si¢ kolorem i ksztaltem. Zadaniem ucznia bylo
kolejno:

—  odkrycie reguly rzadzacej utozeniem figur i wykorzys-
tanie jej do okreslenia, ktore figury sa w tym szlaczku
odpowiednio na 12, 20 i 44 miejscu (podpunkt a);

—  opisanie sposobu, w jaki mozna ustali¢, ktora figura jest
na miejscu o podanym numerze (podpunkt b);

—  okreslenie, na ktorym miejscu w tej ,kolejce” figur
znajduja si¢ okreslone figury, np. piaty krzyzyk — jest to
odwrotna sytuacja do tej z podpunktu a (podpunkt c);

—  wreszcie — narysowanie analogicznego szlaczka zto-
zonego z innej ilosci powtarzajacych si¢ figur (pod-
punkt d).

Figur¢ znajdujaca si¢ w tym szlaczku na 12 miejscu
wlasciwie wskazato 89,4% ucznidéw — w tym celu wystar-
czylto przeliczy¢ poczatkowe figury. Pozostale dwa pytania
z podpunktu a dotyczyly juz figur, ktorych nie byto na ry-
sunku — poprawnej odpowiedzi na nie udzielito odpowiednio
41,9% 1 34,1% uczniow (por. diagram 14).

Pytania z podpunktu ¢ tego zadania dotyczyly tego
samego szlaczka i doktadnie tej samej prawidlowosci, ale
byty sformulowane inaczej. I inny byl procent poprawnych
rozwigzan — wyniost on dla kolejnych pytan odpowiednio:
20,6%, 13,0% oraz 12,9%.

89,4%

41,9%

34,1%

0,
20,6% 13,0% 12.9%

Podpunkt a Podpunkt ¢

OPytanie 1 W Pytanie 2 OPytanie 3

Diagram 14. Prawidlowos$¢ przedstawiona za pomoca rysunku — procent poprawnych
rozwigzan (podpunkty aic).
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Mniej wigce] potowa uczniow albo nie udzielita
w podpunkcie a zadnej odpowiedzi, albo tylko ustalita, ktora
figura znajduje si¢ w tym szlaczku na dwunastym miejscu
(por. diagram 15). Tylko co czwarty uczen odpowiedziat
poprawnie na wszystkie pytania z podpunktu a.

W podpunkcie ¢ az 76,7% uczniow, czyli ponad ¥
uczestnikow badan, nie podato ani jednej poprawnej

odpowiedzi, a tylko 8,6% dzieci dobrze odpowiedzialo na
wszystkie trzy pytania.

90%

76,7%
80%

70%

60%

50% 43,7%

40%

30%

10,1% 8,6%
° 46% i

Podpunkt a Podpunkt ¢

O 0 przyktadow [ 1 przyktad O 2 przyktady [ 3 przyktady

Diagram 15. Prawidlowos¢ przedstawiona za pomoca rysunku — procent poprawnie
udzielonych odpowiedzi.

Jeszcze mniej, bo jedynie 8,1% ucznidow potrafito
w czytelny i zrozumialy sposob sformutowaé odkryta regute
(podpunkt b), natomiast az 30,9% dzieci ominglo t¢ czgs¢
zadania.

Stosunkowo najlepiej wypadt ostatni podpunkt zadania:
z narysowaniem podobnego szlaczka z czterema powtarzaja-
cymi si¢ kolejno figurami poradzito sobie 56,6% uczestnikow
badania. Najbardziej typowe bledy polegaly na wykorzysta-
niu innej liczby figur niz podana w poleceniu albo ogranicze-
niu si¢ do narysowania tylko jednego zestawu wybranych
figur.

Spdjrzmy na wybrane rozwigzania uczniow.

By¢ moze najprostszym sposobem ,rozgryzienia”
tego zadania, bylo umiej¢tne i uwazne(!) ponumerowanie
kolejnych figur (1, 2, 3).
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a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

» dwunastym miejscu? k(qu/raI

» dwudziestym miejscu? k/’lg?ﬂk
» czterdziestym czwartym miejscu? ?a)(a/z,dko\,

b) Czy jest jaka$ szybka metoda znalezienia odpowiedzi na takie pytania? Jaka?

AW | Y N
L A2 | 1A pd LD
\ v
| ] - 4 [
M AT g Mo/ yA ATAo
J J Jd A J

q 10 M A2 4y A 4% 6 17 4g

1 QL 23 % om QY 08 % 90 M3 33

a) Jakaﬁgu?léa e?twt m?zﬁacz%glna;8 4O KA KK 11[1 L% 46 ll? 48
» dwunastym miejscu? .. I LJNVAM
» dwudziestym miejscu? lW

.QIA%II?IA‘&?II oHAVEONA
1 3 ® 7
'lb a

» czterdziestym czwartym miejscu? %LQ\MUWL .......

b) Czy jest jakas szybka mctoda znalezienia odpowiedzi na takie pytania? Jaka?

R R A

¢) Na ktorym miejscu w tym szlaczku jest:

> piaty z kolei krzyz? %22
» szoste z kolei kotko? L %%Qé
» szosty z kolei kwadrat? ... %(«l‘%

&l
51 3 33

MOAT Y, A6 A A
olAa%popl*iogAﬁri A
20 )

35 o8 4o

3¢ 41 U3 uy

W opisie metody uczniowie czgsto odwotywali si¢
do takiego wilasnie ,liczenia w koétko”, 1 to na dwa rézne

sposoby — z pominigciem poczatku widocznej czgsci
szlaczka (4-6) albo jego konca (7):
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Ale rownoczesnie, postgpujac w ten wilasnie sposob, mozna
bylo tatwo sig¢ ,,0szukac™:

1 5 o1 8 “ 14
oii&gglgﬁiolAﬁiolA

1040 21 3 FW O BW M oy e

Gdy spos6b numerowania byt btedny, musiato to oczywiscie
znalez¢ takze odbicie w opisie samej metody, cho¢ samo
,przelozenie” na opis jest calkiem czytelne:

oHNALEONALSONAY SONA

a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

» dwunadstym miejscu? \Q&..OQAN\}& .........
» dwudziestym miejscu? \km&m\ ........

b) Czy jest jakas szybka metoda znalezienia odpowiedzi na takie pytania? Jaka?

xh refusbl Tabaflodlou] TV [ § m

r‘al”uhﬁf R ol tadiola [ R [ o ‘AL\\Ln vkad \RAR 120

L!:Q}-dﬂ.lﬁd
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Dr‘ax
T

T
—

Il ‘ LI
AT W Aokl I Ah 7/

INEEINE ‘
0 AT o
w%rm&vbm&m WJ“OWJ/Q MY

X
\3;_

T A bl B e 1 BT =84

Analizujac szlaczek, czgs¢ uczniow (4,8%) zwrocita uwage
na fakt, ze figury powtarzajg si¢ co pig¢ miejsc, wiec
wystarczy skupi¢ si¢ na pierwszej piatce (8) i1 przeliczy¢ ja
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odpowiednia liczb¢ razy albo ,,patrze¢” na szlaczek piatkami
(9-11). Takze i przy takim rozumowaniu dorysowanie kolej-
nych figur najwyrazniej zwigksza poczucie bezpieczenstwa
(11, 12).

. omAKEONAXBONAYSONA

a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

» dwunastym miejscu? haao\rade.
» dwudziestym miejscu? k/myz/.g,\w

> czterdziestym czwartym miejscu? Wumf.}.—ﬂw.\

b) Czy jest jakas szybka metoda znalezienia odpowiedzi na takie pytania? Jaka?

P A P

> emAkHONAXSONAKSONA

a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

» dwunastym miejscu?

> dwudziestym miejscu?

» czterdziestym czwartym miejscu?

b) Czy jest jaka$ szybka metoda znalezienia odpowiedzi na takie pytania? Jaka?
I + N1y ]
0 Tjd}’ﬂ ol & 2 f TOUH AP

T 0 A 0 7L
1 7

" OENAXSONAKSONAKSONA]

. OHANSONAYS/ONAKSON A
004910041 $0[JA vedho0aSrdho
UA ﬁ a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:
» dwunastym miejscu? W

» dwudziestym miejscu? hz:y((’z. .......

» czterdziestym czwartym miejscu? ... 44K AMA.......

L, OHAXSOENANSOENAVSONA
S 2 O 0 Adeds O D A0 MO TIASR O LI A

a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

» dwunastym miejscu? .L’JAJQM .....

» dwudziestym micjscu? ] 1 I
[
» czterdziestym czwartym miejscu? A

b) Czy jest jakas szybka metoda znalezienia odpowiedzi na takie pytania? Jaka?

[
AR 2halZRbchoh (ol bdbi
4 K

A2, | (e
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Ladne i bardzo réznorodne jezykowo i matematycznie
odbicie znajduje to ,,powtarzanie si¢ co pi¢¢ miejsc” w opi-
sach metody postgpowania (podpunkt b). Od sformutowan
dos$¢ nieprecyzyjnych (1, 2), przez znacznie bardziej jedno-
znaczne (3-5), po proby wykorzystania liczb i dziatan (6, 7)
oraz bardzo dojrzate matematycznie sformutowanie ogoélne;j
reguly (8).
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Niektorzy uczniowie widzieli w szlaczku powtarzajace si¢
dziesiatki czy nawet dwudziestki znaczkow:
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Pojawiaty si¢ takze opisy metod zdecydowanie mniej sku-
tecznych:
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Jak wida¢, bogactwo metod i opisow jest duze.
Zwraca uwage, ze dzieci chgtnie siggaja w swoich
wyjasnieniach po przyktady, ilustrujace jakas ogolna
prawidtowos¢ czy metodg. Taki paradygmatyczny, czyli
przedstawiajacy pewna ogélng zasadg, przyktad jest dla
nich prawdopodobnie wygodnym narzgdziem do pokazy-
wania, wyjasniania i przekonywania. Odwolywanie si¢ do
takich wlasnie przyktadow moze by¢ dobra metoda argu-
mentowania na tym etapie ksztalcenia. Warto o tym
pamigtac.

Podpunkt ¢ zadania wymagal od ucznidéw nieco
innego rozumowania niz podpunkt a, czyli zwrocenia
uwagi na miejsca kolejnych kotek, kwadratow itd.:

3. Rysunek pokazuje poczatek szlaczka zlozonego az z 96 figurek utozonych zgodnie
z fewnq zasada. Przyjrzyj si¢ uwaznie rysunkowi i odgadnij, jaka to zasada.
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c) Na kf()rym miejscu w tym szlaczku jest:

» piaty z kolei krzyz?
> széste z kolei kotko?

» szosty z kolei kwadrat?

» piaty z kolei krzyz?
» szoste z kolei kotko?

» szosty z kolei kwadrat?

W czgscei przypadkow skonczylo sig tylko na probach:

> piaty z kolei krzyz? 5,00, 45.....
> szostezkoleikotko? e LM
» szosty z kolei kwadrat? 2—@' “ /\Q—]A%
» piaty z kolei krzyz? .@M&ﬁ‘ﬂ.@/l Sy
» szoste z kolei kotko? Al 24, A6
> sz0sty z kolei kwadrat? LaJ a2
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Niewielka grupa uczniow nie mogta sobie wyobrazié, ze
szlaczek ciagnie si¢ dalej:

a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

» dwunastym miejscu? ..[/JUD,L{/J.”CLZ:.
» dwudziestym miejscu? RV 7SR

» czterdziestym czwartym miejscu? QM

A dstledo [ulwdndetid

5
et

Ted [aiolddielst %) L Lot

A niektorzy uczestnicy testu chyba uruchomili swoje
osobiste ,,strategie’:

a) Jaka figurka jest w tym szlaczku na:

» dwunastym miejscu? o zam ..............
» dwudziestym miejscu? @QWY\ ............
» czterdziestym czwartym miejscu? ’?Qum ............

¢) Na ktérym miejscu w tym szlaczku jest:

> piaty zkolei krzyz? .. '{&14 ......
> szoste zkoleikotko? ... fak....
» szosty z kolei kwadrat? ... u/n‘,é_ .......

Druga z wykorzystanych w tescie prawidtowosci
byla przedstawiona za pomoca zapisu symbolicznego
i dotyczyta sekwencji dziatan:

5. Przvirzy) sig uwainie tym obliczeniom. Odgadniy, jak wygladaja dwa kolejne
dzialama 1 1ch wyniki. Zapisz je.

1-1=1

11-11=121
111-111=12321
1111-1111=1234321
11111 - 11111 = 123454321
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Mniej niz Y4 ucznidw (23,5%) poprawnie odczytata
uktad dziatan oraz cyfr w iloczynach i dopisata dwie kolejne
réwnosci, a niektorzy nawet duzo wigcej:

. 4= 3 U5 byl
T A =AY 56 76 5 4 324
AN M1 B 2B Y FahkT 24
T A= 708a b 28 $8 765 42 1]
5 11111 = AR N30 6o W 3D
©MAe NI 212l R W
A 0 A P20 G G e S PN B2 P 54 T S K e
AN e M A AT 4203 U0 BT BB K LD M3
A ale T A =n 2Ry ke [FRISADSE He nlu A2 1)
WA A4 4113 0 468 8101119833 L WY B2
A A A e A4 A 1A 211294524810 1112 11%0 48T 63

Autor rozwiazania 1 ,zatrzymatl si¢” we wilasciwym
miejscu — od nastepnego dziatania zauwazona prawidtowosc¢
zmienia swoja posta¢, z rzgdu do rzedu zaczynajg ,,wedro-
wac” jedynki. Trzy koncowe réwnos$ci z rozwigzania 2 sa
wigc matematycznie niepoprawne (co nie miato wptywu na
zaliczenie tego rozwiazania), cho¢ uczen bardzo konsek-
wentnie i — ze swojego punktu widzenia — racjonalnie stosuje
zauwazong prawidtowos¢.

Nie poradzito sobie z tym zadaniem 76,5% uczniow,
cho¢ niektorym z nich zabrakto naprawdg niewiele:

s, A P A A =2 2a B ule U [B1QN
NAZATAA T AAAMATAE A2 B h i B TA.

)

=
N

AT 7 1225 24321
172111171 M=1234 5678 710211
7l 0 e e XA ) ZE A
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Inni tworzyli swoje wiasne reguly i konsekwentnie si¢ ich
trzymali:

5 ALY 1A 11 AZDARA 24
) AL AN A% 1) Foh 452057
AL Ayt f 1WA A9Aicd) 102
AT [ 1A 110 =17 B G4poidr
A1l YA A T % g 2 e A A
6. (A1 114111414
A=A A Eliduio
17 Y
MAAAA - AR b i
g 11711
TTT T U717

10,6% ucznidow zastosowalo te sama ,,strategi¢ obronng” —
zamiast dopisa¢é nowe, powtorzyto kilka sposrdéd rownosci
podanych juz w zadaniu. Jeden z ucznidw przy tej okazji
wykazat si¢ catkiem nieztym wyczuciem symetrii (por. 8).

7o A=A E AN A A2 A AT A 3N

=
—
—

A AL
AT AT 423145 5320

1-1=1
1-11=121
111-111=12321

1111 - 1111 = 1234321
1111111111 = 123454321
AL 111N A3 59 4R L
41144 4 =4 23l424
7 N \ = TAM3 Y
4411

b 1o A1
FILA

EE N

AN

[ CIK
,{ ?

P
)14~> -
]

11-11=24 AN

11111 =T2324/11
11111111 = 1234324 4111

1111 - 11111 = T23354323 A 14 4 A

=—

1

T
L/ AR
11114 1

R NN
o
>
AN
o
ANANN
ANYANEN

Az 9,9% ucznidw nie podjelo proby rozwiazania tego
zadania.
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Badaniem takich ,,rytmow”, jak w pierwszym z przyto-
czonych wyzej zadan dzieci moga zajmowac si¢ z powodze-
T 14 . .
niem juz w przedszkolu *. Moga, praktyka to jednoznacznie

potwierdza. I warto, aby to robity!

Od lat naukowcy, a i praktycy takze, zadajg sobie
pytanie: dlaczego tak sie dzieje, ze niektore dzieci odnoszq
sukcesy w uczeniu sie matematyki, a dla innych jest to wrecz
,,droga przez meke”?

Przeciez:

Kazdy normalny uczen jest zdolny do poprawnego rozu-
mowania matematycznego, jezeli odwolamy sie do jego
aktywnosci i jezeli uda sie nam usunqé zaburzenia
emocjonalne, ktore czesto wywolujq uczucie nizszosci na lek-
cjach z tej wlasnie dziedziny wiedzy."

Z ta opinig J. Piageta, wybitnego szwajcarskiego psy-
chologa, trudno polemizowac.

No wlasnie: jezeli bedziemy si¢ odwotywaé do aktyw-
nosci (intelektualnej!) dzieci. PowtarzaliSmy to juz wielo-
krotnie. Jest to zabieg, ktorzy przeklada si¢ takze na
obnizenie poziomu powstajagcych zaburzen emocjonalnych —
znacznie efektywniej jest zapobiega¢ ich powstawaniu niz
borykac si¢ z nimi, gdy juz zaistnieja.

Potwierdzaja to jednoznacznie prowadzone w ostatnich
latach badania, dzigki ktérym formuluje si¢ coraz wigcej
praktycznych wnioskow oraz dydaktycznych sugestii doty-
czacych procesu rozwijania umiej¢tnosci matematycznych
dzieci. Badania te pokazuja'®, ze jedna z zasadniczych cech
rozniacych dzieci, ktore odnosza sukcesy uczac si¢ mate-
matyki od tych, ktore maja z nig klopoty, jest sposob
podejscia do ,,matematycznej materii” pojawiajacej si¢
w procesie ksztalcenia.

Ci pierwsi uczniowie spontanicznie poszukuja zwigz-
kéw 1 zaleznosci, zestawiaja nowe obiekty i sytuacje
z wezesniejszymi, zwracaja uwage na to, co si¢ powtarza i na
uderzajace roznice — nastawieni sa na dostrzeganie i bada-
nie regularno$ci. W naturalny (dla siebie!) sposéb zauwa-
zone reguly czy zwiazki wykorzystuja w kolejnych etapach
swojej dziatalno$ci, w radzeniu sobie z trudnosciami, w argu-
mentowaniu, w wyjasnianiu. Widza i rozumieja, ze roézne
rzeczy si¢ ze soba wigza i sa sobie wzajemnie ,,potrzebne”.

4 por. E. Gruszcezyk-Kolezynska, E. Zielinska, Dziecieca matematyka, WSiP, Warszawa 1997.

5y, Piaget, Dokqd zmierza edukacja, Warszawa 1977, s. 87.

'8 Gray, E., Tall. D.: Duality, Ambiguity and Flexibility: A “Proceptual” View of Simple Arithmetic,
Journal forResearch in Mathematics Education, Vol. 25, No. 2 (Mar., 1994), pp. 16-140.
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Ci drudzy — kazdy obiekt, dziatanie, zjawisko, sytuacje
traktuja odrebnie i w izolacji od innych. Zawsze wigc ucza
si¢ ,,od nowa”. Ich matematyka sktada si¢ z odrebnych, nie
zwiazanych ze sobg cegietek, migdzy ktérymi nie ma Zzad-
nego ,,spoiwa”. Gmach budowany w ten sposob zawali sig¢
przy najmniejszym podmuchu wiatru.

Co z tych obserwacji wynika dla praktyki?

Przede wszystkim to, ze na kazdym kroku warto zache-
ca¢ dzieci do poszukiwania regularnosci i zwiazkow migdzy
wykorzystywanymi obiektami (liczbami, figurami) do rozwi-
jania umiejetnosci dostrzegania, formulowania i wyko-
rzystywania prawidlowosci, bo sa to umiejetnosci, ktore
przekladaja si¢ bezpoSrednio na matematyczny rozwdj
dziecka.

Te umiejetnosci mozna i nalezy(!) rozwijaé. Warto
robi¢ to systematycznie, zachgcajac przy tym ucznidow do
wymyslania i prezentowania zagadek.

Mozna do tego wykorzystywac réznorodne sekwencje
figur czy liczb — zaczynajac od takich, w ktorych powtarza
si¢ dwa, pie¢ albo dziesig¢ ksztaltow (pozwalaja one
generowa¢ stosunkowo proste reguty) i stopniowo przecho-
dzac do sytuacji trudniejszych:

BEHAOCERERAORERAOERNE A

16+ 12=
15+12=
14+12=
13+12=
12+12=

czy nawet znacznie trudniejszych :

o ile tylko dzieci polubig tego typu wyzwania.

Podobne okazje mozemy dzieciom stwarza¢ na kazdym

17 . , . . .
kroku ', nawet tam, gdzie na pozor zupelie nie ma na nie
miejsca:

1. Wpisz wyniki. Co lqczy dzialania w kazdej serii?
A czym sie one rozniq?
Dopisz nastepne pasujqce obliczenia.

16 +12= 16 +12= 16 +12= 16+12=
16 +13= 17+13= 15+13= 15+11=
16 +14= 18+ 14 = 14+ 14 = 14+10=
16 +15= 19+15= 13+15= 13+ 9=
16 +16= 20+ 16= 12+16= 12+ 8=

' Por takze: D. Klus-Stanska, A. Kalinowska, Rozwijanie myslenia matematycz-
nego mlodszych uczniéw, Wydawnictwo Akademickie ,,Zak”, Warszawa 2004.
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2. A colqczy te dzialania? Dopisz nastepne.

26-12= 26-12= 26-12= 26-12= 26-12=
27-12= 25-12= 26-11= 27-13= 25-11=
28—-12= 24 -12= 26-10= 28-14= 24-10=
29-12= 23-12= 26— 9= 29-15= 23— 9=
30-12= 22-12= 26— 8= 30-16= 22— 8=

3. Dodaj liczby z kolek. Wynik zapisz wewnaqtrz tréjkqta.
Co lqczy te rysunki? A co sie w nich zmienia? Jaki
rysunek powinien by¢ nastepny? Zrob go.

2o Lododh
Lo Lo dodb
o b b

4. Te kwadraty sq wypelnione zgodnie z pewnq zasadq.
Jaka to moze by¢ zasada?
Dorysuj kilka pasujqcych kwadratow.
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Wymysl wlasnq zagadke.

5. Wykonaj dzialania. Jak powinien wygladaé nastepny

przyklad? Zapisz go.
36 36 36 36
+24 +34 +44 +54
38 39 40 41
+ 62 +52 +42 +
Wymysl wlasnq zagadke.

6.  Wykonaj dziatania. Jak powinien wyglqdaé nastepny

przyklad? Zapisz go.
106 106 106 106
24 34 44 54
106 105 104 103
24 24 24 24
Wymysl wlasnq zagadke.

7. Te kwadraty sq wypelnione zgodnie z pewnq zasadq.
Jaka to moze by¢ zasada?
Dorysuj kilka pasujacych kwadratow.
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8. Jak powstaje liczba w kwadracie? Dorysuj kilka pasu-
Jjacych kwadratow.

Wymysl wlasnq zagadke. Daj jq kolegom do rozwiqzania.

9. Liczby zostaly podzielone na dwie grupy, w zaleznosci
od tego, czy spelniajq pewien warunek, czy tez nie.
Gdzie nalezy ,, wrzuci¢” podane nizej liczby?

Dlaczego?

5, 35, 53, 104,

5030 H
S 2008, 3000 0 12
37 43 7 4

312 o 69 502

33

10.  Wykonaj obliczenia i porownaj ich wyniki.
Czy podobnie bedzie dla innych takich par dziatan?
Sprawdz to. Sprobuj wyjasni¢, dlaczego tak sie dzieje.

9% 9= Ex 8= TXT=
10x 8= Ix7T= E8x6=

W ten sposob niepostrzezenie, zaczynajac od szukania
prostych prawidtowosci i robiac tylko jeden niewielki krok,
weszlisSmy w swiat matematycznych probleméw.
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ROZWIAZYWANIE PROBLEMOW

Problem to zadanie, ktérego metody rozwiazania nie
znamy, ale dysponujemy wiedza wystarczajaca do tego, aby
metod¢ t¢ samodzielnie zbudowaé. Rozwiazujac problem
mamy okazje co$ odkryé, zauwazy¢ co$ dla siebie nowego —
wyjs¢ poza dostarczone informacje. W efekcie, problem to
zadanie na rzeczywiste zastosowanie posiadanej wiedzy
i sprawdzenie poziomu jej uzytecznosci.

Podczas badania uczniowie rozwigzywali nastgpujacy
problem:

0. Przyjrzyj sie te) piramidce:
Zwrdé uwage na to,
jak si¢ wypelnia takie piranmdki.

Wypelnij w ten sposob te trzy piramidki:

lg 2217 ] |78 |22] [22]17] 8 |

Co laczy te trzy piramidki? A czym sie one 16znia?

l [ [ [
L I . |

Jak nalezy wpisac liczby: 6, 9 1 33 w dolnym rzedzie
piramidki, zeby gorna liczba byla jak najwigksza?
Wpisz je w ten sposob w dolny rzad te) piramudki:

L[ T |

Wyjasnij, dlaczego tak wlasnie nalezy je wpisac.

Pierwsza, wypetniona piramidka pokazuje, w jaki spo-
sob i zgodnie z jaka zasada uczen powinien uzupetié trzy
kolejne piramidki. Ta czg$¢ zadania jest bazg dla stawianych
dalej pytan. Jest to takze okazja do zauwazenia przez
uczniow pewnej bardzo prostej reguly. 28,2% uczniéw nie
potrafito ustali¢, co dzieje si¢ z liczbami w wypelnionej
piramidce — nie potrafito wigc uzupethié, zgodnie z regula,
kolejnych piramidek. Niektorzy z nich tworzyli wilasne
reguly:
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Dwa poczatkowe pytania dotycza zauwazonych przez
ucznia podobienstw irdéznic pomigdzy wypetnionymi pira-
midkami. Wykorzystywane przez uczniow cechy piramidek
mogly dotyczy¢ zarowno ich zawartosci, jak i np. wygladu.
Wszystkie podane przez uczniow faktyczne roznice i podo-
bienstwa, nawet te nie zwigzane wprost ze strong merytorycz-
ng problemu, byly zaliczane. Z tg czg¢scia zadania poradzito
sobie 43,8% ucznidéw, czyli mniej niz polowa.

Najczegsciej uczniowie zwracali uwage na to, ze na dole
sq te same liczby a na gorze rozne (1) (21,3%) oraz ze na
dole sq te same liczby, ale rozniq sie¢ kolejnosciq (2-3)
(14,1%).

1. |
oedey | plisdaal b ¢ r/Aﬂ Tl:’ ol o ' ola/n /'Ll k
A j‘ )4 ! 2004 15 1
Ready o £ A/Jln Vi
J 1 ’ | | [ -
9 R0 h 0] A it
B -
3 077 pubd UL | Uadndy Iimiiolw] cdlnf al gradaiom,
A o0/ ity | Aig g2 Licply Wk gpmesugmios
A UROLVAACHL (A &
Pozostate rozwiazania zwracaly uwage na ksztalt pira-
midek, ich wielko$¢, wykonywane dziatanie itp.:
Pl d th al doilo Yakd A, ko |t
L : §c
Mgl Al daph NI W ol g ha SLCl')
T N \
Al TET LT /1l [ ] L .
2 b bl mxﬁ q e |2 [ Gldey| Aumgt kol Aok,
; . ! R d { *
021119 ; ¢yl
e .n
Lo e o Me liel foli holwrdo | sodingdie
PAN] 0 <
dzaig (A SYML o 1 iy y2
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Wypetnione przez uczniéw piramidki miaty im pozwo-
li¢ na sformulowanie hipotezy, dotyczacej zwiazku sposobu
wpisywania liczb w dolnym rzedzie pol z wielkoscia kon-
cowego wyniku. Sposob wlasciwego wpisania liczb 6, 9 1 33,
po uprzednim poprawnym wypetnieniu trzech goérnych pira-
midek, podato 41,8% uczniow. 11,7% ucznidéw opuscito t¢
cze$¢ zadania.

Na koniec uczen mial uzasadni¢, dlaczego zapropo-
nowany przez niego sposob wpisywania liczb gwarantuje
otrzymanie najwigkszego mozliwego (dla danej trojki liczb)
wyniku. Celem tej czesci zadania byto sprawdzenie, jak
dzieci poradza sobie ze sformutowaniem krotkiej argu-
mentacji.

Tylko 11,0% uczniow zaprezentowalo racjonalng
argumentacj¢, np. wprost zwracajac uwage na to, ze liczba
wpisana w srodkowe pole jest dwukrotnie dodawana (8,3%):

|
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Niektorzy siggali po negacje:
LT ]
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J { d J
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Jak wida¢, czg$¢ uczniow byla bardzo precyzyjna
w swoich wyjasnieniach. Pojawito si¢ takze sporo sformu-
towan bardziej jezykowo ,,dynamicznych’:
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Stworzone przez dzieci zwroty: dobrze jq dodawaé (1),

liczba wszystkie dodaje (2), dodawac przez te liczbe (3, 4, 6)

. maja nieco nietypowa forme, ale ich sens jest dos¢
oczywisty.

W innych argumentacjach pojawily si¢ jeszcze bardziej
barwne, ale nadal czytelne i zrozumiale, sformulowania:

[~ n N ! 7 A4
7. RArA ) AR AT WA WU kil oo
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Nieznaczna czg$¢ uczniow (0,7%) analizowata wszyst-
kie mozliwosci wpisania liczb:

| | . | |
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Inni uczniowie

- albo opisywali stownie, jak wpisali liczby do piramidki:

" |
Aolplend bbbl | | apiza o | adoale e 5550 Lolp |
Ll f 7 [4 4
? n gy Im? ENEN STh koo Snddoley

- albo stwierdzali po prostu: tak nalezy wpisa¢, aby wynik
byl najwiekszy 1 to takze wtedy, gdy sposob wpisania
liczb wcale nie dawat najwigkszej mozliwej sumy:

Jak nalezy wpisaé liczby: 6, 9 i33 w dolnym rzedzie

piramidki, zeby gorna liczba byta jak najwigksza?
Whpisz je w ten sposob w dolny rzad tej piramidki:

Wyjasnij, dlaczego tak wiasnie nalezy je wpisac.
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- albo ,,zalatwiali” sprawe jeszcze kroce;j:
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Niektorzy poszukiwali bardziej pragmatycznych, czy
—ich zdaniem — bardziej matematycznych ,,argumentow’:
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Zdarzaty si¢ réwniez pojedyncze przypadki ,,matema-
tycznego protestu’:

>
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Lacznie, tego typu proby argumentacji sformutowato
58,2% uczniow. Az 30,8% ucznidéw w ogdle pomingto te
cze$¢ zadania.

Co wezen wnl an @,7/[«'4

Przyjrzyjmy si¢ blizej przytoczonym wypowiedziom
uczniow. Co to znaczy, ze liczba spotka sie z dwiema
mniejszymi (7), albo ze liczba ze Srodkowej czesci idzie
w boki (9)? Przeciez liczby nie chadzaja sobie w celach
towarzyskich i nie Igczq sie (10) z innymi liczbami.

Traktujac te zwroty doslownie, nalezatoby stwierdzic,
ze sg one pozbawione sensu. A przeciez ich sens jest jasny
i zrozumiaty.
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Co robimy, gdy kto$ poprosi nas o podanie tego
kwadratowego czy okraglego pudetka stojacego na potce?
Szybko siggamy po odpowiednie opakowanie (o kwadra-
towej podstawie w pierwszym przypadku oraz po puszke
w ksztatcie walca w drugim — opakowan w ksztatcie kuli
raczej si¢ nie produkuje, bo cigzko si¢ je przewozi, stawia
oraz otwiera) i podajemy. Zeby speié oczekiwania pro-
szacej osoby, wcale nie musimy wiedzie¢, ze pierwsze
opakowanie to prostopadioscian, a drugie to walec. 1 tak
doskonale rozumiemy, o co jej chodzi.

A co wtedy, gdy kuzyn zapyta nas, kiedy ostatnio
rozmawiali$my z Krakowem, albo kolezanka polonistka zada
nam pytanie, kiedy ostatnio czytaliSmy Prusa? Wiadomo,
ze w pierwszym przypadku chodzi o rozmowe z ciotka (stra-
szna gaduta), ktora mieszka w Krakowie, a nie o stuchanie
echa na krakowskim rynku, a w drugim o utwory literackie.

Zywy jezyk obfituje w roznorodne figury stylistyczne,
ktore charakteryzuja si¢ ,,nietypowym” uzyciem pewnych
stow. Dos$¢ czgsto spotykanym, cho¢ chyba mato znanym,
typem figury stylu, jest metonimia'®. Metonimia, to zastapie-
nie jednego stowa innym, najczesciej z nim jakos$ zwiaza-
nym, np.: relacja czes¢ za calos¢ lub cafosé¢ za czesé
(opakowanie i jego podstawa, miasto i osoba w nim miesz-
kajaca). Metonimie tworzone s na ogoét nieswiadomie
i nieswiadomie odbierane oraz rozumiane. Zwigzek istniejacy
miedzy stowem zastgpowanym 1 zastgpujacym sprawia,
ze metonimia jest prawie zawsze tatwo, szybko i1 dobrze
rozumiana.

Inng kategoria figur stylu sa metafory — metafora
pojawia si¢ wtedy, gdy uzytemu stowu nadajemy pewne
umowne, czgsto bardziej obrazowe czy bardziej wyraziste,
znaczenie: inne liczby korzystajq z tej w srodku (8); i wtedy
33 dysponuje najwiekszym zasiegiem (11). Metafory czgsto
cksponuja pewne podobienstwa, bazuja na zauwazonych
analogiach. Sa one zazwyczaj tworzone $wiadomie i ich sfor-
mulowanie wymaga juz pewnego wysitku intelektualnego.
By¢ moze wypowiedzi zacytowane wczesniej (7, 9, 10) takze
maja metaforyczny charakter — nie zawsze daje si¢ to
jednoznacznie rozstrzygnacé.

Zasadnicza roznica pomigdzy metonimiami i metafo-
rami polega na tym, ze te pierwsze sa tworzone nieswiadomie
i fatwo, a te drugie wymagaja skupienia i zrozumienia tego,
co chce sig¢ opisac.

Obie te figury stylu maja duze znaczenie dla mate-
matyki, zwlaszcza w trakcie jej budowania. Praktyka szkolna

'8 H. Bauersfeld, W. Zawadowski, Metafory i metonimie w nauczaniu
matematyki, Dydaktyka Matematyki 155—-186, PWN, Warszawa 1988
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pokazuje, ze dzieci, odkrywajac cos, dostrzegajac jakis$ zwia-
zek, zaczynaja mowié¢ (a czgsto i pisac) figuratywnie —
brakuje im precyzyjnych i dostownych sformutowan, czgsto
nie moga znalez¢ wlasciwych stéw, zaczynaja wigc tworzy¢
pewne zwroty ,,na goraco”, aby jak najszybciej przekazac
swoj pomyst czy spostrzezenie. W takiej sytuacji, zwlaszcza,
gdy odkrycie jest efektem pewnego dziatania, biora stowo,
ktore jest ,,pod reka” iuzywaja go winnym niz zwykle
znaczeniu — tworza i wykorzystuja metonimie.

Bardzo czgsto proba opisania przez dziecko swoich
czynnos$ci ma charakter metonimiczny — jedne stowa zastgpu-
ja inne stlowa. Osobie nastawionej na jezykowa poprawnosc
moze wydawac si¢, ze ma do czynienia z jakim$ betkotem,
gdy tymczasem w rzeczywistosci ma do czynienia z rodza-
cym si¢ zrozumieniem tego, co si¢ wydarzylo, co dziecko
zobaczyto. Wystarczy pozwoli¢ uczniowi na spokojne
powtérzenie swojej obserwacji czy argumentacji, aby
stopniowo w miejscu metonimii zaczgly si¢ pojawiac
sformutowania dostowne albo metafory — rozumienie dziecka
poglebia sie, jego wypowiedz staje si¢ bardziej swiadoma,
zmienia si¢ wigc jej jezykowy charakter.

Zachecajmy dzieci, aby jak najczeSciej mowily
o swoich spostrzezeniach, rozwiazaniach, odkryciach, bo
tylko wtedy beda rozwija¢ swdj jezyk — takze mate-
matyczny. I nie wartosciujmy pochopnie wypowiedzi ucznia,
bo to, czego w niej nie zrozumieliSmy, moze mie¢ charakter
figuratywny, moze by¢ dopiero pierwszym krokiem w strong
czytelniejszego ,,wylozenia” mysli. Zamiast powiedzie¢:
mowisz glupstwa, poproSmy go, aby sprobowat powiedzieé to
samo w trochg inny sposob. Lepiej, zeby dzieci mowity ,,nie-
precyzyjnie”, niz nie mowity wcale. Im dluzej beda méwity
na konkretny temat, tym trafniejsze, lepiej umotywowane
i tatwiejsze do zrozumienia dla obserwatora ,,z zewnatrz”
beda padajace sformutowania.

Im ,dokladniej” bedziemy sluchaé¢ uczniow, tym
wiecej bedziemy wiedzie¢ o ich sposobach rozumowania
i rzeczywistym poziomie wiedzy i tym latwiej bedzie nam
ich wspiera¢ w dalszym matematycznym rozwoju.
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ANALFABETYZM CZY ALFABETYZM
MATEMATYCZNY?

Polskie spoteczenstwo boi si¢ matematyki i ma na jej
temat falszywe wyobrazenia. Jakze czg¢sto dorosli wyksztat-
ceni ludzie wspominaja w srodkach masowego przekazu
o swoich klopotach z matematyka — na og6t zachowujac sie
tak, jakby jej nieznajomo$¢ byla czyms$ cennym, wlasciwym
i nobilitujacym. Czy to rzeczywista duma, czy moze tylko
reakcja obronna? A jesli duma, to z czego? Przy okazji
nasuwa si¢ jeszcze jedno pytanie: dlaczego japonska fami-
gtéwka sudoku stala si¢ tak popularna w naszym kraju
pelnym humanistow? Przeciez wymaga ona metod poste-
powania i wnioskowania typowych wtasnie dla matematyki.
Czy dlatego, ze nie kojarzy si¢ nam ze szkota?

Podobnie jest tez w innych krajach. Powszechnos¢
zjawiska, polegajacego na braku elementarnej umiejetnosci
postugiwania si¢ na co dzien narzgdziami proponowanymi
przez matematyke, sklania do zastanowienia si¢, czy nie
mamy do czynienia ze zjawiskiem spotecznym, ktore trzeba
by nazwaé analfabetyzmem matematycznym'’.

Z drugiej strony, od kilku lat coraz glosniej moéwi sig¢
o tym, ze dla rozwoju spoteczenstw i dla jakosci ich zycia
ogromne znaczenie ma (i bgdzie mie¢) poziom matematycz-
nego oraz technicznego wyksztatcenia obywateli. Dlatego tez
Unia Europejska kladzie coraz wigkszy nacisk na podno-
szenie szeroko rozumianej kultury matematycznej obywateli
krajow cztonkowskich, widzac w tym migdzy innymi klucz
do budowania opartej na wiedzy nowoczesnej europejskiej
gospodarki.

Podobnie mysla rzady innych panstw, o czym $wiadcza
dziatania Organizacji Wspoilpracy Gospodarczej i Rozwoju
(OECD), skupiajacej najbardziej rozwinigte panstwa swiata.
Z inspiracji tej migdzynarodowej instytucji kilka lat temu
uruchomiono program PISA — Program Miedzynarodowej
Oceny Umiejetnosci Ucznia, ktory stawia sobie za cel
systematyczne badanie trzech, zdaniem ekspertoéw programu
zasadniczych z perspektywy wyzwan dorostego zycia, kom-
ponentdw wiedzy pigtnastoletnich ucznidw: rozumienia teks-
tu, alfabetyzmu matematycznego oraz myslenia naukowego™.

Alfabetyzm w dziedzinie matematyki zdefiniowano
na potrzeby badan PISA jako zdolnos¢ do rozpoznawania

' Por. J. A. Paulos, Analfabetyzm matematyczny i jego skutki, GWO, Gdansk 1999.
2 Por. I. Biatecki, A. Blumsztajn, D. Cyngot: PISA — Program Miedzynarodowej
Oceny Umiejetnosci Ucznia, Warszawa 2003.

141



i zrozumienia roli, jakq matematyka odgrywa we wspolczes-
nym Swiecie, do formulowania sqdow opartych na matema-
tycznym rozumowaniu oraz do wykorzystywania umiejetnosci
matematycznych tam, gdzie wymagajq tego potrzeby codzien-
nego z'ycia.zj

W pierwszej edycji badan PISA, w roku 2000, skupiono
si¢ przede wszystkim na umiejetnosci czytania ze zrozu-
mieniem. Trzy lata pdzniej, w drugiej turze badan, zasad-
niczym obszarem badanym byl wlasnie alfabetyzm mate-
matyczny.

Jak wypadaja matematyczne umiejgtnosci polskich pigt-
nastoletnich ucznidéw w pordéwnaniu z umiejetno$ciami ich
réwiesnikow z 40 panstw swiata?

Mowiac najogolniej — polskie wyniki sg ponizej $red-
niej wynikéw badan®, zatem powodu do radosci raczej nie
mamy. Okazalo si¢, ze nasi uczniowie dobrze radza sobie
przede wszystkim z zadaniami, do rozwiazania ktorych moz-
na zastosowac¢ algorytm rozwiazania znany ze szkoty albo
algorytm opisany w tresci zadania. Natomiast wypadaja
kiepsko — w poréwnaniu z uczniami z innych krajow — na
przyktad w tych sytuacjach, w ktdérych trzeba samodzielnie
1 tworczo mysle¢, czyli tam, gdzie majg zastosowac posia-
dang wiedz¢ w nowej dla siebie sytuacji.

Umiejetnos¢ stosowania posiadanej wiedzy mozna roz-
wija¢ tylko ... probujac stosowac¢ (w nowych sytuacjach!)
posiadang wiedzg. Im w bezpieczniejszych warunkach, tym
lepiej. By nauczy¢ si¢ tworzy¢, trzeba przede wszystkim
mie¢ okazj¢ i mozliwos¢ tworzenia. Nic tego nie zastapi.
Prawda, jakie to proste i oczywiste?

Jezeli istniejaca sytuacja ma si¢ zmienié, jesli alfa-
betyzm ma pokonaé¢ analfabetyzm, musimy od samego
poczatku edukacji klas¢ nacisk na intelektualng aktywnosc¢
i samodzielno$¢ uczniow, musimy ich zachgci¢ do matema-
tycznych poszukiwan i matematycznych rozumowan na mia-
r¢ ich mozliwosci. Zatem:

—  siggajmy w procesie ksztalcenia po sytuacje bliskie

1 zrozumiate dla dzieci,

—  odwolujmy si¢ jak najczesciej do doswiadczen uczniow

i ich wiedzy pozaszkolnej,

—  starajmy si¢, aby dzialanie i rysunek poprzedzaty
symbole i im towarzyszyly,

—  korzystajmy z jezyka potocznego, stopniowo wzboga-
cajac go tylko o te pojecia i symbole, ktorych sens jest
juz dzieciom znany,

211, Biatecki i in., op. cit., s. 24.

22 Wyniki badan PISA mozna znalez¢ na przyktad na stronie Instytutu Filozofii
i Socjologii PAN: www.ifispan.waw.pl.

142



tworzmy okazje do dziecigcych doswiadczen i ekspe-
rymentow,

zachecajmy dzieci do budowania oraz stosowania wilas-
nych strategii,

pozwolmy im opowiadac i rozmawiac¢ na temat swoich
spostrzezen 1 odkry¢, ale takze trudnosci i watpliwosci,

zawsze bardzo uwaznie ich stuchajmy,

a przede wszystkim

~ powolwy Azecom
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