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WPROWADZENIE

Pod koniec 2005 r. Centralna Komisja Egzaminacyjna 
uruchomi a, wspó finansowany przez Europejski Fundusz 
Spo eczny, projekt pod tytu em:  

Badanie podstawowych umiej tno ci uczniów trzecich klas 
szko y podstawowej.

Celem tego projektu by o zebranie informacji na temat 
rzeczywistego zakresu oraz poziomu opanowania podstawo-
wych umiej tno ci przez uczniów ko cz cych I etap kszta -
cenia, a tak e czynników rodowiskowych i edukacyjnych, 
wp ywaj cych na te umiej tno ci.

Na prze omie maja i czerwca 2006 r. w 137 szko ach na 
terenie ca ej Polski przeprowadzono seri  testów osi gni
szkolnych, w których uczestniczy o prawie 2500 trzecio-
klasistów. Uczniowie otrzymali do rozwi zania cznie
siedem zestawów zada  – trzy testy dotycz ce umiej tno ci
j zykowych oraz cztery testy badaj ce umiej tno ci mate-
matyczne. Pozwoli o to zebra  informacje nie tylko o pozio-
mie poszczególnych badanych umiej tno ci w skali ca ego
kraju, ale tak e o  bardziej lub mniej typowych sposobach 
rozumowania uczniów – zarówno w kategorii rozwi za
poprawnych, jak i b dnych.

Pod koniec pa dziernika 2006 r. w ramach projektu 
przeprowadzono badanie dodatkowe, którym obj to ponad 
400 uczniów klas czwartych – uczestników badania trzecio-
klasistów sprzed prawie pi ciu miesi cy. Jego celem by a
próba oceny, w jakim stopniu w tym okresie uleg y zmianie 
niektóre wa ne matematyczne umiej tno ci uczniów. Czwar-
toklasi ci otrzymali dwa zestawy zada  matematycznych, 
w ród których znalaz a si  cz  zada  z testów wykorzysta-
nych w badaniu w klasach trzecich. Zadania przedstawiono 
dzieciom w niezmienionej postaci lub te  ró ni ce si  od 
pierwowzoru jedynie wykorzystywanymi liczbami.  

W badaniu klas czwartych wzi y udzia  te szko y z ba-
dania zasadniczego, których dyrektorzy wyrazili na to zgod
– w wi kszo ci by y to szko y wiejskie. Sposób doboru szkó
sprawi , e próba ta nie jest reprezentatywna dla polskiego 
systemu edukacji, jednak i tak porównanie wyników obu 
testów dostarcza ciekawego materia u do rozwa a .

W niniejszym opracowaniu chcemy zaprezentowa
wyniki bada  i przyk ady uczniowskich rozumowa  w za-
kresie kilku podstawowych dla I etapu kszta cenia umie-
j tno ci matematycznych, np. umiej tno ci rozwi zywania
zada  tekstowych czy wykonywania oblicze  z o onych.



6

Analiza tych wyników jest dobr  okazj  do refleksji  
nad stanem polskiej edukacji pocz tkowej oraz panuj cymi  
w szkole stereotypami edukacyjnymi.  

Mamy nadziej , e zarówno przedstawione wyniki, jak 
i towarzysz cy im bogaty komentarz metodyczny, zach c
nauczycieli klas 1–3, oraz nauczycieli matematyki klas 4–6, 
do refleksji tak e nad doskonaleniem w asnego warsztatu za-
wodowego.

Wi cej informacji na temat bada  mo na znale  w ra-
porcie ko cowym na stronie www.cke.edu.pl.  
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STRUKTURA SYSTEMU DZIESI TNEGO

Klasy 1–3 w polskiej tradycji edukacyjnej „od zawsze” 
zdominowane by y przez „rachunki” – takie te  jest pierwsze 
skojarzenie wi kszo ci osób wracaj cych my lami do pocz t-
ków swojej szkolnej edukacji: Rachunki, rachunki, rachunki.
Wystarczy rzut oka na obowi zuj c  podstaw  programow
czy wykorzystywane aktualnie podr czniki, aby przekona
si , e wci  taka w a nie jest rzeczywisto  wspó czesnej
szko y polskiej.

Z tego powodu wa ne jest wi c, zw aszcza z punktu wi-
dzenia efektywno ci procesu kszta cenia, dobre zrozumienie 
przez uczniów systemu dziesi tnego i jego struktury. Zapisy-
wanie, odczytywanie i porównywanie liczb, wykonywanie 
oblicze  w pami ci oraz pisemnie, pos ugiwanie si  liczbami 
w yciu codziennym – wszystkie te umiej tno ci (i wiele 
innych) budowane s  na bazie stopniowo rozwijanej u dzieci 
wiedzy o systemie dziesi tnym.  

Wiedza ta nie jest atwa ani do zrozumienia, ani stoso-
wania, o czym wiadczy tak e historia. 

System dziesi tny zosta  wprowadzony do u ytku przez 
Hindusów w I tysi cleciu naszej ery, a do Europy dotar ,
dzi ki Arabom, oko o XIII wieku. Kilka wieków min o,
zanim Europejczycy oswoili si  z notacj  dziesi tn  i zacz li
j  powszechnie stosowa . Nasi uczniowie musz  to zrobi
w nieporównywalnie krótszym czasie. Z jakim skutkiem? 

W testach wykorzystanych do badania umiej tno ci
uczniów klas trzecich znajdowa y si  dwa zadania wprost 
nawi zuj ce do struktury systemu dziesi tnego:

Pierwsze zadanie jest typowe – do wi kszo ci okienek 
pasuje wi cej ni  jedna cyfra, co tak e ma wp yw na poziom 
jego z o ono ci. Z rozwi zaniem tego zadania uczniowie nie 
mieli trudno ci. Kolejne przyk ady uzupe ni o dobrze odpo-
wiednio: 91,5%, 85,8% oraz 81,8% dzieci (por. diagram 1). 
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W przypadku tego zadania prawie ¾ uczniów uzupe ni o
poprawnie wszystkie trzy przyk ady (por. diagram 2). 

Zadanie 5. ma nietypowy charakter, prawdopodobnie 
wi kszo  badanych uczniów nie rozwi zywa a w szkole 
tego typu zada . W efekcie dziecko stan o przed nowym dla 
siebie wyzwaniem. Nie mog c odwo a  si  do pami ci w po-
szukiwaniu skutecznego sposobu pokonania trudno ci,
musia o ujawni , na ile potrafi pos ugiwa  si  swoj  wiedz
z zakresu struktury systemu dziesi tnego oraz na ile wiedza 
ta ma operacyjny charakter. Zadanie to wypad o zdecydo-
wanie gorzej od poprzedniego – poziom poprawno ci dla 
kolejnych przyk adów wyniós : 19,2%, 30,4% i 34,2% (por. 
diagram 1), a prawie po owa uczniów nie uzupe ni a dobrze 
ani jednego przyk adu (por. diagram 2). 

Diagram 1. Porównywanie liczb naturalnych – procent poprawnych rozwi za .

Diagram 2. Porównywanie liczb naturalnych – procent poprawnie uzupe nionych przyk adów.
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Liczba b dnych rozwi za  zadania 4. by a stosunkowo nie-
wielka i nale y s dzi , e – przynajmniej w cz ci – b dy te 
by y efektem nieuwagi uczniów: 

Du o wi cej ciekawego materia u do analizy dostar-
czaj  rozwi zania drugiego z omawianych zada . Bardzo 
czytelnie pokazuj  one, w jaki sposób najcz ciej rozu-
mowali uczniowie i jakie przy tym prze ywali rozterki: 

Jak pokazuj  przyk ady, niektórzy uczniowie podsta-
wiali w miejsce kleksa jak  cyfr  i wpisywali w okienko 
znak odpowiedni dla otrzymanej konkretnej sytuacji. 

W przypadku przyk adów a i b musia o to doprowadzi
do b dnych odpowiedzi.

Dziwi jednak s aby wynik w przyk adzie c (34,2%),
w którym ta akurat strategia gwarantuje sukces. Wydaje si ,
e w tym przypadku wi kszo  dzieci skupi a si  na widocz-

nej cz ci zapisu liczb, a nie na sensie ca o ci zapisu.

Pozostali uczniowie zdecydowali si  prawdopodobnie 
na kilka prób i wyci gn li z nich w a ciwe (w cz ci lub  
w ca o ci) wnioski: 
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Zadanie 5. wykorzystane zosta o tak e w testach prze-
prowadzonych w klasie 4. Wyniki uczniów (tych samych!) 
by y o kilka procent lepsze ni  w klasie 3, odpowiednio: 
27,2%, 38,1% i 39,5%. Jak wida , w obu przypadkach 
hierarchia trudno ci przyk adów by a analogiczna, a przyk ad
c w klasie 4 nadal okazywa  si  równie trudny jak pozosta e.

W wi kszo ci stosowanych programów nauczania  
oraz podr czników rozwijanie umiej tno ci matematycznych 
uczniów w klasie 4 rozpoczyna si  od szeregu tematów 
dotycz cych w a nie systemu dziesi tnego: zapisywania  
i odczytywania liczb wielocyfrowych, porównywania ich, 
znaczenia cyfr w liczbie wielocyfrowej itp. Przytoczone 
wyniki nasuwaj  przypuszczenie, e w przypadku znacznej 
cz ci uczniów nie spowodowa o to istotnej zmiany w ro-
zumieniu systemu dziesi tnego w stosunku do stanu z ko ca
klasy 3.

Wyodr bni  mo na dwa typowe sposoby wprowa-
dzania nowych poj  czy symboli matematycznych1:

1) wprowadzamy nowe poj cie czy symbol matema-
tyczny, odwo uj c si  do innych poj  i symboli, z któ-
rymi uczniowie zapoznali si  ju  wcze niej, po czym 
szukamy przyk adów czy sytuacji yciowych, które 
pozwol  uczniom zrozumie  sens i przydatno  danego 
poj cia lub symbolu; 

2) zaczynamy od zorganizowania takiej sytuacji i urucho-
mienia takich dzia a  uczniów, z których wynika sens  
i u yteczno  interesuj cego nas poj cia czy symbolu, 
po czym, gdy „grunt b dzie ju  przygotowany”, wpro-
wadzamy odpowiedni  nazw  czy znak. 

Warto zwróci  uwag  na to, e oba podej cia sk adaj
si  dok adnie z tych samych dwóch etapów – nazwijmy je 

1 Zob. H. Freudenthal, Mathematics as an Educational Task, Reidel, Dordrecht 1973. 
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odpowiednio: etapem nadawania sensu i etapem definio-
wania – tyle, e u o onych w odwrotnej kolejno ci.

Pierwsze podej cie: najpierw definicja, potem sens jest 
w polskiej szkole zdecydowanie bardziej rozpowszechnione, 
niezale nie od wieku uczniów. Drugie: najpierw sens, potem 
nazwa czy symbol, zgodne ze wspó czesn  wiedz  psycho-
logiczn  i pedagogiczn , jest zdecydowanie skuteczniejsze. 
Jego przydatno  jest tym wi ksza, im ucze  jest m odszy,
a jego sposób my lenia bardziej konkretny. 

Dlaczego wi c tak ch tnie si gamy po przekaz werbal-
ny z du  ilo ci  symboliki? Przecie , w ostatecznym roz-
rachunku, zarówno jedno, jak i drugie podej cie zajmuj  i tak 
mniej wi cej tyle samo czasu oraz wymagaj  porówny-
walnego wysi ku – oczywi cie, o ile tylko chcemy, aby nasi 
uczniowie cho  w cz ci zrozumieli to, czego si  ucz .

Dziecko, ucz c si , tworzy trzy typy reprezentacji 
opisuj cych badany i poznawany wiat: enaktywne, ikoniczne
i symboliczne2. Upraszczaj c nieco – dziecko mo e komu-
nikowa  si  z otaczaj cym wiatem (z rodzicami, nauczy-
cielem, rówie nikami, rozwi zywanym zadaniem, ...) na 
trzech poziomach z o ono ci j zyka:

enaktywnie, czyli za pomoc  gestów i dzia ania;

ikonicznie, czyli u ywaj c rysunków, które oznaczaj
to, co przedstawiaj , wi c mog  by  zrozumia e bez adnych
dodatkowych umów i ustale ;

oraz

symbolicznie, czyli za po rednictwem obrazków  
o umownym znaczeniu; ich zrozumienie jest mo liwe dopie-
ro wówczas, gdy komunikuj ce si  osoby umówi  si , co 
dok adnie one przedstawiaj , jaki jest ich sens.

Dziecko (i zazwyczaj tak e doros y), badaj c i poznaj c
jaki  nowy obszar wiata, si ga cz sto po wszystkie trzy typy 
reprezentacji i to na ogó  w takiej w a nie kolejno ci, jak
podano wy ej – kolejno  ta oddaje naturaln  z o ono  tych 
trzech sposobów komunikowania si .

P ynie st d nauka, której wagi nie sposób przeceni :
starajmy si  tak organizowa  proces uczenia si , aby 
dziecko zaczyna o swoje my lenie i dzia anie, o ile tylko 
odczuje tak  potrzeb , na poziomie enaktywnym oraz 
ikonicznym po to, aby mog o by  aktywne intelektualnie  
i ze swoich dzia a  mog o wydobywa  sens tego, co jest 
naszym edukacyjnym celem. W a ciwa nazwa czy symbol 
powinny pojawia  si  dopiero wówczas, gdy dziecko wie  
i rozumie, co b d  one oznacza . Dopiero wtedy jest ono tak 

2 Zob. J. Bruner, Poza dostarczone informacje, Warszawa, PWN 1978. 
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naprawd  gotowe zrozumie  i zapami ta  poznawane poj cie
czy symbol – jest gotowe si  nim pos ugiwa .

Na potrzeb , czy nawet konieczno , takiej w a nie
chronologii poznawania matematyki i jej j zyka, od lat zwra-
caj  uwag  tak e wybitni matematycy3. J zyk matematyki – 
nazwy i symbole – jest tworzony po to, aby u atwi
komunikowanie si , aby pewne informacje mo na by o
przekazywa  szybciej, pro ciej(!) i bardziej niezawodnie. 
B dzie dobrze pe ni  swoj  funkcj , gdy sens poj  i symboli 
b dzie w procesie uczenia si  poprzedza  ich nazwy. 
Powtórzmy raz jeszcze: najpierw sens, potem symbol!

Po tych bardziej ogólnych refleksjach, do których jesz-
cze wielokrotnie b dziemy nawi zywa , wró my do systemu 
dziesi tnego.

Z systemem dziesi tnym ucze  obcuje od pocz tku do 
ko ca swojego kszta cenia. Budowanie i pog bianie jego 
rozumienia to proces, który trwa ca ymi latami – po liczbach 
naturalnych w wiadomo ci ucznia pojawiaj  si  liczby 
dziesi tne, po liczbach wymiernych – liczby rzeczywiste. 
Proces ten przebiega du o p ynniej, gdy od pocz tku wiedza 
dziecka budowana jest na bazie w a ciwych wizualnych 
wyobra e . Naj atwiej i najlepiej je tworzy , daj c uczniom 
mo liwo  operowania dobrze dobranymi modelami.  

Je li uwa nie rozejrzymy si  wokó , na pewno dostrze-
emy przedmioty, które mog  pomóc w tworzeniu podwalin 

wiedzy dzieci na temat systemu dziesi tnego. Jedn  z naj-
prostszych pomocy dydaktycznych, a równocze nie sytuacyj-
nie i merytorycznie najbogatszych, s  przezroczyste foliowe 
woreczki z zamkni ciem strunowym oraz etony.

Gdy mamy przed sob  kilkana cie etonów, najbez-
pieczniejsz  metod  ich przeliczenia jest oddzielenie dziesi -
ciu z nich. Ta sama strategia post powania zdaje doskonale 
egzamin przy przeliczaniu wi kszej liczby przedmiotów – 
eby si  nie pomyli , warto grupowa  je po dziesi .

Teraz ju  tylko wystarczy w o y  po 10 etonów do 
ka dego woreczka, zamkn  je – i pomoc gotowa:  

3 Por. np. Rene Thom, Matematyka „nowoczesna” – pomy ka pedagogiczna i filozoficzna?
„Wiadomo ci Matematyczne”, XVIII, 1974.  
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Si gaj c po t  pomoc, warto pami ta  o tym, eby:

 umówi  si  z dzie mi, e w woreczku musi by  10 
etonów, nie 8, 9 czy 11, ale zawsze 10; je li nie ma ich 

tylu, to woreczek zostaje pusty; 

 wszystkie woreczki i etony by y identyczne: tej samej 
wielko ci i tego samego koloru, w innym przypadku 
uczniowie szybko zaczn  wprowadza  dodatkowe 
kody, które najprawdopodobniej zmieni  i zaburz  cha-
rakter pomocy; pami tajmy o tym, e  zw aszcza kolor 
jest bardzo silnie oddzia uj c  cech  przedmiotu. 

Teraz uczniowie mog  ju  (prawie) wszystko z zakresu 
„pierwszej setki”, np. mog :

 ustala , ile jest cznie etonów (cztery woreczki i jesz-
cze pi etonów, to cztery dziesi tki, czyli 40 i jeszcze 
5, czyli 45),

 szybko dobiera  odpowiedni  liczb etonów (56 – 
potrzebujemy 5 woreczków i jeszcze 6 etonów),

 porównywa  ilo ci(!) etonów i samodzielnie odkrywa
oraz formu owa  regu y rz dz ce porównywaniem liczb 
dwucyfrowych,

 formu owa , operuj c modelem, zadania, zagadki, 
pytania, problemy zwi zane z systemem dziesi tnym, 
co uruchamia aktywno  intelektualn  dzieci i pog bia
rozumienie samego systemu.  

S owo ilo  jest u yte powy ej wiadomie, cho  pury -
ci j zykowi pewnie woleliby w tym miejscu zobaczy  s owo
liczba. Pami tajmy jednak, e s owo ilo  jest naturalnie 
j zykowo zwi zane z pytaniem ile – gdy zadajemy pytanie 
zaczynaj ce si  od ile, pytamy o ilo  pewnych obiektów,  
a podawana w odpowiedzi liczba jest miar  ilo ci, tak samo 
jak litry s  miar  pojemno ci, a metry d ugo ci. Pozwalajmy, 
aby j zyk ucznia rós  razem z nim.  

Warto, aby dzieci, operuj c tym narz dziem mog y
przechodzi  kolejno przez wszystkie wspomniane wcze niej
poziomy komunikowania si : najpierw dzia anie z pomoc
modelu, potem stopniowo coraz bardziej uproszczony rysu-
nek, na ko cu zapis symboliczny, tak e o stopniowo rosn -
cym poziomie formalizmu. Pozwoli im to wiadomie i ze 
zrozumieniem poszerza  swój matematyczny j zyk:
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Rozszerzaj c zakres liczbowy do 1000, stajemy przed 
wyborem: Pakowa  po dziesi  woreczków z etonami do 
wi kszych torebek czy poszuka  innego modelu? Na przyk ad
takiego:

Niezale nie od tego, czy naszym celem jest rozwijanie 
arytmetycznych, czy geometrycznych umiej tno ci uczniów, 
warto pami ta  o tym, e im wi cej dobrych modeli b d
mieli uczniowie w r kach, tym pe niejsze, lepsze i bardziej 
no ne b d  ich intuicje i wyobra enia.

Modele pokazane powy ej (i inne o podobnie natural-
nym charakterze) pozwalaj  na zobaczenie struktury systemu 
dziesi tnego na w asne oczy, bez adnych utrudnie  czy 
zak óce . Nie zast pi  ich adne ustne opisy i wyja nienia,
zabawy kartami czy dziesi cio cienn  kostk  z cyframi od 0 
do 9, tabelki lub inne pomoce o symbolicznym charakterze, 
cho  oczywi cie mog  one stopniowo pog bia  i poszerza
wiedz  uczniów.
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Jedn  z takich pomocy, o której warto tu dodatkowo 
wspomnie , poniewa  daje uczniom wiele edukacyjnych 
mo liwo ci, a wci  jest w naszej szkole ma o znana, jest 
tzw. plansza stu liczb: 

Warto zwróci  uwag  na sposób, w jaki ponumero-
wane s  kolejne pola tej planszy. Pierwszy wiersz od do u to 
I dziesi tka, drugi wiersz to II dziesi tka itd., w ka dym 
wierszu liczby uporz dkowane s  rosn co. Pierwsza kolum-
na od lewej strony to liczby, w których cyfr  jedno ci jest 1, 
druga kolumna ma cyfr  jedno ci 2 itd.

Taki uk ad liczb jest zamierzony – ma na celu pokazanie, 
cho  w inny sposób ni  we wcze niejszych pomocach, struk-
tury systemu dziesi tnego, w tym m.in. roli cyfr w liczbie 
dwucyfrowej. Ta plansza jest tak e pot nym liczyd em, eby
to dostrzec wystarczy si gn  po pionek i zacz  w drówk  po 
jej polach.

Ka dy ruch w prawo to dodawanie: do numeru pola,  
z którego ruszamy dodajemy liczb  kroków: 34 + 3 = 37, bo 
je li ruszamy z pola 34 i robimy trzy kroki w prawo, to 
stajemy na polu 37. Obowi zuje przy tym tylko jedna zasada – 
w drujemy po polach zgodnie z ich numerami, zatem 
nast pnym polem po polu 10 jest pole 11, a po polu 40 – pole 
41. Stwarza to uczniom okazj  do budowania strategii 
przekraczania progów dziesi tkowych: najpierw do pe nej
dziesi tki, a potem reszta. Analogicznie: ka dy ruch w lewo to 
odejmowanie. 

Skok o jeden wiersz do góry, to dodanie jednej dziesi tki
do liczby, na której sta  pionek, skok o trzy wiersze –  
to dodanie 30. Zej cie o jeden wiersz w dó  – to odj cie
dziesi tki itd.

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Dziecko, bawi c si  plansz  lub graj c na niej w jak
gr  ma mo liwo  samodzielnego rozwijania swojej spraw-
no ci rachunkowej, a nawet odkrywania pewnych strategii 
rachunkowych, np. doda  9 to ruch do góry i w lewo, czyli 
dodanie 10 i odj cie 1 itp.

Warto po t  plansz  si ga  i to jak najcz ciej.
Pami tajmy jednak, e przemawia ona do ucznia j zykiem 
symboli – odkrycie jej tajemnic wymaga nieco czasu. 

Symboliczne w swym charakterze jest tak e wyko-
rzystywanie np. etonów ró nej wielko ci czy koloru do 
reprezentowania liczb. Je li umówimy si , e wi kszy eton
ma warto  10, a mniejszy 1, to etony ze zdj cia przedsta-
wiaj  liczb  35.

No w a nie, je li si  umówimy! Ta umowa daje nam 
u yteczne narz dzie do sprawnego liczenia, ale nie do 
pokazania, wbrew ewentualnej nadziei, istoty systemu 
dziesi tnego.

J zyk, którym pos ugujemy si , mówi c o liczbach 
zapisanych dziesi tnie, jest do  trudny, co dodatkowo kom-
plikuje nam ycie. Oto kilka ilustruj cych to przyk adów:

 czym innym jest np. liczba dziesi tek w liczbie, a zupe -
nie czym innym cyfra dziesi tek: w liczbie 354 jest 35 
dziesi tek (tyle by oby woreczków z etonami), ale jej 
cyfr  dziesi tek jest 5; na liczb  t  sk ada si  354 jedno ci
( etonów), ale jej cyfr  jedno ci jest 4; 

 liczba 346 jest liczb  trzycyfrow , liczba 222 tak e, cho
zapisano j  za pomoc  tylko jednej cyfry: 2; 

 ile liczb dwucyfrowych mo na zbudowa  z cyfr 5 i 8: 
dwie czy cztery? 

Mówienie o liczbach w systemie dziesi tnym wymaga 
w wielu sytuacjach uwagi i precyzji. Trudno o to, gdy znacz-
na cz  dzieci, a tak e ludzi doros ych, u ywa poj  cyfra i 
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liczba wymiennie. Sk d si  bierze to powszechne ju
zjawisko?

Mo na zaryzykowa  tez , e sami sobie tworzymy ten 
k opot. S owo cyfra pada po raz pierwszy (i wiele razy 
kolejnych) wówczas, gdy dzieci operuj  liczbami jedno-
cyfrowymi: 7  jest raz znakiem graficznym, czyli cyfr , a za-
raz potem liczb  okre laj c  ilo  jab ek w koszyku. I tak na 
zmian : cyfra 3, liczba 3, cyfra 8 i liczba 8 – i ani jednego 
przyk adu liczby, który burzy by w a nie powstaj ce w ucz-
niu przekonanie, e cyfra i liczba to to samo. adne werbalne 
rozró nianie cyfry i liczby nie usuwa tego mankamentu 
definiowania – gdy wprowadzamy jak  definicj  nale y
pokaza  zarówno obiekty t  definicj  spe niaj ce, jak i takie, 
które do definiowanej klasy nie nale .

Czy sta oby si  co  z ego, gdyby my przez pierwsze 
dwa albo trzy lata nauki, np. od „zerówki” do klasy 2,  
w ogóle w kontaktach z dzie mi nie u ywali s owa cyfra
i wprowadzili je dopiero wówczas, gdy dzieci buduj  (np. 
u ywaj c kart z cyframi) liczby dwu- czy trzycyfrowe?  

Spróbujmy zapomnie  o: bo tak zawsze by o, zawsze tak 
si  przecie  robi, taka jest tradycja itp. i zastanowi  si  nad 
konsekwencjami znikni cia tego okre lenia na jaki  czas  
z naszego s ownika. By  mo e oka e si , e odpowiedzi  na 
tak postawione pytanie jest: nic z ego by si  nie sta o, bo ta 
nazwa tak naprawd  wcale przez te pocz tkowe lata nie jest 
potrzebna! A mo e nawet mówienie o liczbach by oby
prostsze: tak zapisujemy liczb  3, tak 7, a tak liczb  10 –  
i koniec.

Gdy ju  raz uruchomili my dzi ki woreczkom i eto-
nom dzia ania dzieci, to warto z pomoc  tego narz dzia
zrobi  kolejny krok i zorganizowa  tak  sytuacj , w której 
uczniowie  b d  np.: 

 uzupe nia  liczb etonów tak, aby wszystkie etony
znalaz y si  w woreczkach, czyli dope nia  do pe nych
dziesi tek;

 ustala , ile etonów maj cznie dwie osoby, czyli 
dodawa , tak e z przekraczaniem progu dziesi tkowego;

 ustala , ile etonów zostanie, je li zabierzemy pewn
ilo  woreczków i etonów, czyli odejmowa , tak e
z przekraczaniem progu dziesi tkowego.
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Je li Adam ma 2 woreczki i jeszcze 7 etonów, a Ewa 
ma 3 woreczki i 5 etonów to – aby ustali , ile maj  razem – 
wystarczy (tak jak zawsze przy dodawaniu na konkretach) 
z o y  wszystko razem: 5 woreczków i jeszcze 12 etonów.
Na koniec warto zapakowa  10 etonów do nowego worecz-
ka, aby lepiej by o wida , ile jest wszystkich etonów razem: 

Nie sprawi te  dziecku trudno ci przedstawienie ca ej
operacji na rysunku.

Przypomnijmy raz jeszcze: dzia anie i rysunek buduj
rozumienie, nadaj  sens kryj cym si  za nimi matema-
tycznym operacjom. W lad za nimi mo e (i powinien) i
zapis symboliczny – dzi ki takiemu w a nie nast pstwu
symbole wynikaj  z wcze niejszych do wiadcze  dziecka, 
zaczynaj  mie  dla niego pewien „konkretny” sens.

Jak b dzie wygl da  zapis symboliczny pokazanej na 
zdj ciach sytuacji? Mo e on przyj  ró ne formy, zw aszcza
gdy uczniowie sami b d  go tworzy , np.: 
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Po naszej podpowiedzi, e dodawane liczby wygodnie 
jest zapisywa  jedna pod drug , mo e powsta  tak e taki 
zapis (por. s. 63):

Na stole le : 6 woreczków, i jeszcze 4 etony. Zabra-
nie 2 woreczków i 2 etonów, czyli wykonanie odejmowania 
64 – 22 nikomu nie sprawi trudno ci. Co jednak, gdy trzeba 
zabra  2 woreczki i 8 etonów, czyli wykona  odejmowanie 
64 – 28? Tu te  odpowied  jest szybka: nale y rozpakowa
jeden woreczek. 

To wcze niejsze pakowanie i rozpakowywanie worecz-
ka mo e nada  sens czynno ciom, które s  kluczowe dla 
algorytmów dzia a  pisemnych: „przenoszeniu jedynki” przy 
dodawaniu oraz „po yczaniu” czy „rozmienianiu” przy 
odejmowaniu. Rozmienianie to przecie  nic innego jak 
rozpakowywanie woreczka czy rozrywanie du ego opakowa-
nia chusteczek po to, by mie  do dyspozycji 10 paczuszek.

Wiele ciekawych i wartych dok adniejszego zbadania 
pomys ów mo e pojawi  si  przy próbach opisania przez 
uczniów wykonanych czynno ci. Tym razem dzia ania
uczniów (zwi zane z odejmowaniem 64 – 28) mog  biec 
bowiem bardzo ró nymi torami: 

Najpierw rozpakowuj  jeden woreczek i mam 14 etonów,
wi c ju  mog  zabra . Zabieram dwa woreczki i 8 
etonów, wi c zostaje 6 etonów i trzy woreczki. Przy

takim post powaniu dziecko jest o krok od samodziel-
nego zbudowania algorytmu pisemnego odejmowania – 
pozostaje zasugerowa  mu form  zapisu.

Najpierw zabieram dwa woreczki, potem te cztery etony
luzem i mam jeszcze zabra  4, wi c rozpakowuj  wore-
czek i zostaje mi 6 etonów. Gdyby my chcieli zapisa  t
procedur  symbolicznie, to efekt by by taki:

64 – 28 = 44 – 8 = 40 – 4 = 36 

Zapis trudny, ale jak e sprytna i skuteczna strategia 
odejmowania w pami ci! Mo na by j  nazwa : odejmo-
waniem po kawa ku (por. s. 42). 

Zabieram trzy woreczki i oddaj  z powrotem dwa etony,
bo trzy woreczki to za du o. Prawda, e pi knie? 

...
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OBLICZENIA PROSTE I Z O ONE

Ju  we wczesnym okresie przedszkolnym dziecko roz-
poczyna swoj  edukacj  w zakresie pos ugiwania si  liczba-
mi (naturalnymi) oraz ich dodawania i odejmowania. Dzi ki
ró norodnym osobistym do wiadczeniom stopniowo buduje 
intuicje i wyobra enia dotycz ce tych dwóch dzia a  – pow-
tarzaj c za Arystotelesem: abstrahuje je wraz ze wszystkimi 
ich podstawowymi w asno ciami z otaczaj cego wiata.
A okazji do tego ma mnóstwo, bo przecie  prawie nieustan-
nie co  dok ada, dosuwa, dowozi, dorysowuje, ... oraz odk a-
da, odsuwa, odwozi, ciera, ... 

Z tymi intuicjami dziecko rozpoczyna edukacj  elemen-
tarn , w której swoje do wiadczenia, dotychczas najcz ciej
o charakterze enaktywnym i ikonicznym (por. s. 11), posze-
rza o ich wymiar symboliczny. Na ogó  ju  na pocz tku
pierwszej klasy dziecko ma du o wi ksze mo liwo ci
arytmetyczne ni  to zwyczajowo si  przyjmuje, ma natomiast 
trudno ci ze stosowaniem j zyka symbolicznego oraz z sym-
bolicznym sposobem reprezentowania liczb.  

Rozumienie symboli i operowanie nimi to zdecydo-
wanie najtrudniejszy element edukacji matematycznej – to
symbole, czy raczej brak ich zrozumienia, generuj  naj-
wi cej niepowodze  szkolnych, tak e w zakresie arytme-
tyki. St d tak wa na jest ostro no  i staranno  w trakcie 
stopniowego budowania j zyka symbolicznego ucznia: naj-
pierw sens – potem symbol, najpierw znaczenie – potem 
wzbogacenie s ownika o nowe poj cie.

Rozwijanie sprawno ci rachunkowej dzieci to, zgodnie 
z nasz  tradycj , podstawowy i najobszerniejszy cel eduka- 
cji elementarnej w zakresie umiej tno ci matematycznych. 
Znaczna cz  badania umiej tno ci trzecioklasistów musia a
wi c dotyczy  w a nie tej grupy umiej tno ci – zaczynaj c
od dzia a  na liczbach jednocyfrowych, a ko cz c na algo-
rytmach dzia a  pisemnych. 

Prezentacj  wyników w tym obszarze zacznijmy od 
oblicze  prostych i z o onych, wykonywanych na liczbach 
jedno- i dwucyfrowych. Zbadaniu umiej tno ci mi dzy
innymi dodawania i mno enia niewielkich liczb s u y o
nast puj ce zadanie:

4. Zobacz, jak zbudowane s  te tabelki. Uzupe nij w nich wszystkie puste pola. 
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W podpunkcie a ucze  mia  wykona  tak naprawd
dwie ró ne rzeczy:

 wpisa , zgodnie z podanym przyk adem, wyniki odpo-
wiednich oblicze  w pola dwóch górnych wierszy 
tabelki; ta cz  rozwi zania ucznia by a zaliczana, je li
poda  4 lub 5 poprawnych wyników; 

oraz

 ustali , dzi ki znajomo ci wyniku (56) i jednego sk ad-
nika (29), jaki jest nag ówek ostatniego wiersza, po 
czym uzupe ni  pozosta e dwa puste pola; ta cz
rozwi zania ucznia by a uznawana za dobr , je li poda
poprawnie nag ówek oraz przynajmniej jeden z dwóch 
pozosta ych wyników. 

Dok adnie w ten sam sposób zbudowany jest i oceniany 
podpunkt b tego zadania, dotycz cy mno enia.

Oto zestawienie szczegó owych danych na temat spraw-
no ci rachunkowej uczniów w zakresie dodawania liczb 
jedno- i dwucyfrowych (litera n oznacza brakuj cy
nag ówek):

Tabela 3. Dodawanie liczb jedno- i dwucyfrowych – procent poprawnych 
oblicze

Dwa ostatnie obliczenia: n + 32 i n + 13 mog y by
wykonane poprawnie tak e dla b dnie obliczonego nag ów-
ka (n), st d taki w a nie uk ad wyników. Podobna sytuacja 
ma miejsce w przypadku mno enia:

Tabela 4. Mno enie liczb jedno- i dwucyfrowych – procent poprawnych 
oblicze

Pierwsz  cz  podpunktu a (dodawanie, dwa górne 
wiersze oblicze ) zaliczy o 83,4% uczniów – 67,0% uczniów 
wykona o poprawnie wszystkie pi  oblicze , a 16,4% 
zrobi o jeden b d. Z drug  cz ci  tego podpunktu poradzi o
sobie 62,6% uczniów – 58,2% poda o trzy poprawne wyniki. 

Pierwsz  cz  podpunktu b (mno enie, dwie pocz t-
kowe kolumny oblicze ) zrobi o dobrze 61,3% uczniów – 

Dzia anie 5 + 13 5 + 29 18 + 32 18 + 13 18 + 29 n (27) n + 32 n + 13 

Poprawne
wyniki 90,9% 89,1% 85,3% 83,1% 78,8% 64,5% 75,8% 75,5% 

Dzia anie 9 × 6 8 × 6 5 × 12 9 × 12 8 × 12 n (7) 5 × n 8 × n

Poprawne
wyniki 78,3% 76,0% 78,8% 60,5% 59,7% 70,0% 73,5% 64,8% 
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44,7% poda o pi  dobrych wyników, a 16,6% – cztery. 
56,8% uczniów wpisa o do ostatniej kolumny tabelki trzy 
dobre wyniki – z tym etapem zadania poradzi o sobie cznie
67,9% uczniów.

Spójrzmy na kilka najbardziej typowych kategorii bra-
ków i b dów:
1.             2. 

3.          4.            5.                 6. 

Autor rozwi zania 1. poprawnie uzupe ni  ostatni  ko-
lumn  w podpunkcie b, ale szybko zrezygnowa  z mno enia
liczby 12 – i to nawet przez 5. W rozwi zaniu 2. ucze
bezb dnie dodaje i mno y, ale nie potrafi znale  braku-
j cych nag ówków. Kolejny ucze  (3) ma trudno ci i z jed-
nym, i z drugim. Te trzy rozwi zania pokazuj  „hierarchi ”
typowych b dów.

Z powy szych tabel wynika, e oko o 1/3 uczestników 
badania nie umia a ustali  w a ciwej postaci nag ówka dol-
nego wiersza w podpunkcie a. Niektórzy uczniowie tworzyli 
w asne regu y uzupe niania tabeli (np. 4). Tak e przy mno e-
niu w a ciwe uzupe nienie nag ówka sprawi o trudno
prawie 1/3 dzieci (5, 6) – w tym tak e uczniom sprawnie 
mno cym w „zwyk ej” sytuacji (2, 5).

Umiej tno  wykonywania oblicze  z o onych badana 
by a w typowy sposób:
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Przyk ady oblicze  zosta y tak dobrane, aby dawa y
okazj  do zastosowania wszystkich podstawowych regu
dotycz cych kolejno ci wykonywania oblicze :

najpierw nawiasy (b),
mno enie i dzielenie przed dodawaniem i odejmowa-
niem (a, e, f),
od lewej do prawej (c, d). 

Diagram pokazuje procent poprawnych oblicze  dla 
ka dego z przyk adów tego zadania. 

Diagram 5. Kolejno  wykonywania dzia a  – procent poprawnych oblicze .

Z przytoczonych wy ej regu  uczniowie najskuteczniej 
zastosowali pierwsz : 88,8% z nich poprawnie wykona o
obliczenie, w którym u yto nawiasów.

Z trzech przyk adów, w których pojawi y si  dzia ania
o ró nym priorytecie (czyli: a, e i f) zdecydowanie najlepiej 
wypad o na pozór najbardziej skomplikowane, czyli f: 83,5% 
dobrych wyników. W przyk adach a i e spora cz  uczniów 
wykona a obliczenia b dnie, w ogromnej wi kszo ci stosu-
j c zasad od lewej do prawej.

Zdecydowanie najwi cej k opotu sprawi y uczniom te 
obliczenia, w których wyst pi y dzia ania o jednakowym 
priorytecie: przyk ad c zrobi o poprawnie tylko 45,1% ucz-
niów, a przyk ad d tylko 37,2%, czyli mniej wi cej co trzeci 
ucze . Analiza b dnych rozwi za  w obu tych przyk adach
pokazuje, e dla znacznej cz ci uczniów mno enie ma 
pierwsze stwo przed dzieleniem, a dodawanie nale y wyko-
na  przed odejmowaniem. 
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a) 40 - 20 : 4 b) 36 - (16 - 9) c) 18 : 9 x 2 d) 37 - 11 + 6 e) 16 + 4 x 5 f) 60 : 6 + 4 x 7
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12,8% uczniów wykona o poprawnie wszystkie sze
oblicze , a 4,2% nie wykona o dobrze adnego z nich. 
Najcz ciej, bo a  w 37,5% przypadków, ucze  poprawnie 
wykonywa  cztery obliczenia: 

Diagram 6. Kolejno  wykonywania dzia a  – procent poprawnie wykonanych  przyk adów.

Warto przyjrze  si  uwa nie obliczeniom uczniów, po-
niewa  w niektórych fragmentach s  one zaskakuj ce.

Cz  uczniów (1, 2) stara si  konsekwentnie stosowa
strategi  zapisywania wyniku nad dzia aniem (dzia aniami), 
od którego nale y zacz , cho  nie zawsze przynosi to 
w a ciwe efekty (2): 

Niekiedy pojawia si  tak e dodatkowa strategia: wzi -
cie w nawias tego dzia ania, od którego nale y zacz  (3), ale 
przynosi to cz sto fatalne skutki – ucze  bowiem swobodnie 
zmienia w a ciw  kolejno  wykonywania oblicze :

1.

2.
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Umieszczenie kilku oblicze  w jednym zapisie nie jest 
tak naturalnym zabiegiem, jak mog oby si  wydawa . Sym-
boliczna z o ono  takiego zapisu znacznie wzrasta, co wida
tak e w przyk adach 4–8, wybranych spo ród wielu podo-
bnych. By poradzi  sobie z tym nowym obliczeniem, trzeba 
nie tylko pami ta  o kolejno ci wykonywania dzia a , ale 
tak e rozumie , e znak równo ci to nie wo anie o wynik, ale 
symbol informuj cy, e po jego obu stronach „stoi to samo”, 
co najwy ej inaczej zapisane.

Zaawansowanie i skuteczno  podejmowanych przez 
uczniów prób pokonania tej trudno ci jest ró na:
– od starannego rozbicia obliczenia na pojedyncze dzia ania,
nie zawsze jednak wykonywane we w a ciwej kolejno ci (4) 
i prowadz ce do ko cowego sukcesu: 

– przez niepoprawne, ale do  konsekwentne, i niekiedy 
szcz liwe, operowanie równo ci  (5, 6): 

3.

4.

5.

6.
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– po „ agodn  rezygnacj ” i poprzestanie tylko na pierwszym 
dzia aniu (7): 

Autorzy oblicze  5 i 6, podobnie jak prawie po owa ich 
kolegów, zdecydowanie s  zdania, e „mno enie przed 
dzieleniem, a dodawanie przed odejmowaniem”. To prze-
konanie nie wyczerpuje listy typowych „oczekiwanych” 
b dów:

A jak rozumowali autorzy oblicze  przedstawionych 
poni ej? Sk d takie wyniki? 

Zagadka i cie detektywistyczna. Mo e pomog  kolejne 
obliczenia z tej samej „serii”: 

7.

1.

2.

3.
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I jeszcze kilka oblicze , rzucaj cych coraz wi cej
wiat a na tok rozumowania uczniów: 

Kolejne obliczenia wyja niaj  coraz wi cej, ale zacznij-
my od pocz tku. Autorzy oblicze  1 i 2 wykonuj  ka de
z dzia a  wyst puj cych w obliczeniu, ale osobno, wyko-
rzystuj c rodkow  liczb  dwukrotnie:

       40 – 20 = 20, 20 : 4 = 5;     36 – 16 = 20, 16 – 9 = 7;     ... 

po czym zapisuj  oba wyniki obok siebie, czasami w innej 
kolejno ci. Nie s  to liczby trzy- czy nawet sze ciocyfrowe
(101028), lecz wyniki dzia a , które uczniowie „wy owili”
z tego obliczenia.

W analogiczny sposób post puj  kolejni uczniowie, tyle 
e dorzucaj  jeszcze jeden element tej procedury: na uzys-

kanych liczbach wykonuj  jakie  operacje, np.: 

40 – 20 = 20, 20 : 4 = 5, 20 + 5 = 25 (3, 6);

40 – 20 = 20, 20 : 4 = 5, 5 × 20 = 100 (4),

cz sto zapisuj c uzyskane wyniki nad znakami odpowiednich 
dzia a  (4, 5, 7, 8).

Dlaczego? Sk d wzi a si  taka strategia? Wida  bo-
wiem, e jest to do  konsekwentne dzia anie, co wi cej – 
wyst puj ce u znacznej cz ci uczniów, z ró nych szkó
i obszarów Polski.

Bardzo prawdopodobn  odpowied  podsuwaj  oblicze-
nia 7 i 8: ich autorzy wyra nie buduj  „drzewko”. Mo na
podejrzewa , e uczniowie tworz  sobie, i to do  pow-
szechnie(!), w asn  „strategi  drzewka” przy obliczeniach 
z o onych:

  robimy ka de dzia anie z osobna, a potem czymy otrzymane wyniki. 

5. 6.

7. 8.

4.
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Jak czymy? Na to pytanie jest tylko jedna odpowied ,
wynikaj ca z analizy prac dzieci: ró nie. W efekcie mo liwe
wyniki dla tego samego obliczenia mog  by  zupe nie inne, 
tak e z winy pomy ek rachunkowych, cho  metoda ewident-
nie jest ta sama: 

Mo liwe zreszt  s  ró ne „wzbogacenia” tej strategii, 
np. zwi kszenie wyniku o jedn  z liczb wyst puj cych w ob-
liczeniu (9) albo „ujednolicenie” ko cowego dzia ania (10):

9.

10.
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W latach siedemdziesi tych minionego wieku, w ra-
mach tzw. „nowej matematyki”, zawita o do naszych szkó ,
podobnie jak do wi kszo ci szkó  na wiecie, wiele nowych 
pomys ów metodycznych i nowych pomocy dydaktycznych4.
Wprowadzano je, aby zwi kszy  efektywno  matematycz-
nego kszta cenia dzieci. Wtedy w a nie w polskim naucza- 
niu pocz tkowym pojawi y si  zbiory, grafy, o  liczbowa, 
drzewka ...

Od pocz tku wielu wybitnych matematyków i dydak-
tyków matematyki zwraca o uwag  na to, e zmiany te id
w z ym kierunku, bo prowadz  do podniesienia poziomu 
formalizmu matematycznego na lekcjach, co mo e dopro-
wadzi  do szybkiego „zgubienia” w procesie kszta cenia
znacznej cz ci dzieci, zw aszcza tych, które nie znalaz y si
jeszcze w pe ni na poziomie my lenia operacyjnego. 
I rzeczywi cie – praktyka szkolna bardzo szybko pokaza a, e
ostrze enia te by y s uszne. Wprowadzony na lekcje j zyk
mnogo ciowy okaza  si , zarówno w swej warstwie werbal-
nej, jak i symbolicznej, trudny. A zdarza o si  przecie , e
zach cano dzieci np. do badania czno ci z czenia zbiorów 
roz cznych. Kto dzi  potrafi dokona  „rozbioru” tego sfor-
mu owania?  

Ka de sze cioletnie dziecko jest w stanie wybra
z klocków le cych na awce wszystkie klocki niebieskie 
albo wszystkie prostok tne, a nawet wszystkie niebieskie 
prostok tne klocki. aden sze ciolatek czy siedmiolatek, bez 
intensywnego treningu, nie jest w stanie zaznaczy  cz ci
wspólnej zbioru klocków prostok tnych i zbioru klocków 
niebieskich. To, czego si  od niego oczekuje w takiej 
sytuacji, jest obce jego naturalnemu j zykowi i nieformalnej 
wiedzy – w jego wiecie nie ma struktury o nazwie zbiór 
klocków, s  po prostu klocki. Przeliczanie klocków jest 
nieporównywalnie prostsze i bardziej naturalne ni  okre lanie
liczebno ci zbioru klocków, a prowadzi dok adnie do tego 
samego.  

J zyk zbiorów nie jest potrzebny w nauczaniu po-
cz tkowym:

 ani ze wzgl dów metodycznych – straty wynikaj ce
z jego wprowadzenia zdecydowanie przekraczaj  ewen-
tualne zyski,

 ani ze wzgl dów merytorycznych – zbiory o sko czonej
liczbie elementów mog  okaza  si  matematycznie 
przydatne dopiero przy okazji definiowania poj cia

                                                
4 Por. Z. Semadeni (red.), Nauczanie pocz tkowe matematyki, t. 1–4, WSiP, Warszawa 1980. 
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funkcji, czyli aktualnie na prze omie gimnazjum i lice-
um; pi  lat przerwy to oczywista gwarancja rozpoczy-
nania wszystkiego od nowa.

W chwili obecnej j zyk zbiorów na szcz cie prawie 
ca kowicie znikn  ju  z polskiej szko y. W obowi zuj cej
aktualnie podstawie programowej zachowa o si  tylko jedno 
sformu owanie z dawnych lat: porównywanie liczebno ci
zbiorów i to tylko dlatego, e jest du o krótsze ni : porów-
nywanie ilo ci przedmiotów dzi ki czeniu ich w pary, a zna-
czy to samo.  

Podobnie sta o si  z j zykiem grafów, który jeszcze nie 
tak dawno by  wszechobecny w polskich podr cznikach do 
klasy 1. Badania pokaza y5, e dla dzieci jest to trudny 
symboliczny j zyk, którego cz  z nich uczy si  po prostu 
na pami . Wystarczy zmieni  kierunek czy kolor strza ek
w grafie albo zmodyfikowa  jego kszta t, aby dzieci zacz y
go traktowa  jako co  zupe nie nowego, czego trzeba „nau-
czy  si ” od nowa.

Wprowadzenie j zyka zbiorów czy grafów do pracy  
z ma ymi dzie mi okaza o si pozornym u atwieniem 
metodycznym – intencje by y dobre, ale efekt op akany.

Sytuacja powtarza si  w przypadku osi liczbowej, która 
czasami jest wprowadzana po to, aby wiczy  na niej 
przekraczanie progu dziesi tkowego. Du o atwiej, szybciej  
i lepiej mo na zrobi  to np. za pomoc  chodniczka liczbo-
wego – dwudziestu kolejno ponumerowanych pól, u o onych
w jednym lub dwóch rz dach. Podobnie ma si  rzecz z wy-
korzystywaniem osi liczbowej do porównywania i porz dko-
wania liczb naturalnych – ka de inne narz dzie, cho by
centymetr krawiecki, da du o lepsze efekty i to przy znacznie 
mniejszym nak adzie pracy wszystkich zainteresowanych. O
liczbowa, która jest bardzo trudnym poj ciem z pogranicza 
arytmetyki (liczby) i geometrii (prosta) jest potrzebna dopiero 
przy porz dkowaniu u amków zwyk ych i liczb zapisanych 
dziesi tnie, ale to ju  klasy starsze. Wczesne wprowadzanie 
osi liczbowej to kolejne pozorne u atwienie metodyczne.  

Tak e w wyniku tych prób zago ci o na dobre w na-
szych szko ach ju  na poziomie klas 1–3, zjawisko zdege-
nerowanego formalizmu6, polegaj ce na bezmy lnym opero-
waniu symbolami, bez wnikania w ich sens i cel ich u ycia.
Wcze niej pojawia o si  ono zazwyczaj pod koniec szko- 
y podstawowej, gdy uczniowie zaczynali u ywa  j zyka

algebry.

                                                
5 Por. np. E. Gruszczyk-Kolczy ska, Dzieci ze specyficznymi trudno ciami
w uczeniu si  matematyki, WSiP, Warszawa 1992.  
6 Por. np. Z. Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, t. 2, WSiP, Warszawa 1977, s. 105. 
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eby ograniczy  zakres tego zjawiska, a mo e nawet 
nie dopu ci  do jego powstania, starajmy si  rozmawia
z dzie mi, u ywaj c naturalnego j zyka i unikaj c matema-
tycznego „ argonu”. Zamiast si ga  po pozorne u atwienia
metodyczne, odwo ujmy si  do rzeczywistych do wiadcze
uczniów i posiadanej przez nich wiedzy, zw aszcza zdobytej 
poza szko . I starajmy si , aby to, co robimy w szkole 
wywodzi o si , czy chocia  nawi zywa o do tego, co nas 
otacza i z czym obcujemy na co dzie  – eby by o realis-
tyczne z punktu widzenia ucznia. 

A co z j zykiem drzewek, wci  cz sto u ywanym przy 
okazji wprowadzania regu  rz dz cych kolejno ci  wykony-
wania dzia a ? To tak e do  skomplikowany i formalny j -
zyk symboliczny. Nie wiemy, czy autorzy prezentowanych 
wcze niej „drzewkopodobnych” oblicze  poznawali i wi-
czyli stosowanie regu  dotycz cych kolejno ci wykonywania 
dzia a  za pomoc  drzewek, cho  wydaje si  to bardzo 
prawdopodobne (por. rozwi zanie 7, s. 27). Je li tak by o
rzeczywi cie, to przedstawione prace dzieci mog  by
powa nym sygna em, e mamy do czynienia z kolejnym 
pozornym u atwieniem metodycznym – zysk niewielki, 
natomiast trudno ci wiele.

Z przytoczonych prac uczniów mo e p yn  pewna 
ogólniejsza nauka:

Gdy dziecko nie rozumie tego, co mu proponujemy, 
cz sto zaczyna budowa  w asne strategie, które maj  zast pi
te proponowane przez nas. Je li nie b dziemy zach ca  ucz-
niów do dzia ania oraz mówienia i je li nie b dziemy ich 
uwa nie s ucha  (zamiast nimi dyrygowa  i wk ada  w ich 
usta oczekiwan  odpowied ), to nie zauwa ymy w por , e
strategie te s  b dne i nie b dziemy mogli szybko oraz 
skutecznie ich skorygowa . A to oznacza liczne i bolesne za-
wodowe rozczarowania.

Zarówno ogólne wyniki, jak i prace dzieci pokazuj , e
obliczenia z o one s  dla uczniów trudniejsze ni  si  pow-
szechnie uwa a i mog  by ród em sporych k opotów – i to 
zarówno ze wzgl du na sam  towarzysz c  im notacj , jak  
i przestrzeganie przyj tych w zwi zku z nimi regu .

Co mo emy zrobi , eby k opoty te by y mo liwie jak 
najmniej dokuczliwe? 

Zanim podejmiemy prób  udzielenia odpowiedzi na to 
pytanie, sformu ujmy jeszcze jedno:  
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Do czego s  nam potrzebne obliczenia z o one?
Na ostatnie pytanie odpowied  jest stosunkowo prosta: 

przydaj  si  przy rozwi zywaniu zada  tekstowych – zamiast 
kilku kolejnych zapisów, mo emy zrobi  jeden i szybciej 
doj  do celu. I to jedyny racjonalny powód, dla którego 
warto si  nimi zajmowa . Jest to zatem narz dzie s u ce
wygodnemu rozwi zywaniu zada  tekstowych, ale – jak 
ka de narz dzie – b dzie dobrze pe ni  swoj  funkcj , je li
ucze  b dzie gotowy rozs dnie si  nim pos u y . W innym 
przypadku, nie tylko nie pomo e, ale wr cz utrudni 
rozwi zywanie zada .

Skoro obliczenia z o one s u  zadaniom tekstowym, to 
mo e warto zacz  o nich mówi  w a nie przy okazji 
rozwi zywania zada ?

Janek kupi  4 butelki wody mineralnej, a jego tata jeszcze trzy 
zgrzewki tej samej wody, po 8 butelek w ka dej zgrzewce. Ile butelek 
wody cznie kupili? 

Rozwi zuj c „arytmetycznie” to zadanie, mo na spo-
rz dzi  przynajmniej trzy ró ne zapisy: 

I.   3 × 8 = 24 II. 3 × 8 + 4 = 24 + 4 = 28 III. 4 + 3 × 8 = 4 + 24 = 28 
   24 + 4 = 28 

Pierwszy jest dla dziecka najprostszy. Jest równie  naj-
lepszy z punktu widzenia sztuki rozwi zywania zada
tekstowych – dziecko stawia sobie kolejne pytania:

Ile butelek wody by o razem w zgrzewkach?
To ile butelek by o cznie?

i odpowiadaj c na nie, buduje rozwi zanie zadania. Warto 
pozwoli  uczniom jak najd u ej stosowa  t  metod  – 
zaowocuje to wy szym poziomem umiej tno ci rozwi zy-
wania zada .

Drugi sposób, dzi ki zmianie kolejno ci zapisu danych, 
omija kwesti  kolejno ci dzia a  – do sukcesu wystarczy 
naturalna regu a „od lewej do prawej”. 

Dopiero przy trzeciej formie zapisu „dotykamy” kolej-
no ci. Jednak porz dek wykonania tych oblicze  mo e by
tylko jeden, bo wynika on z kontekstu, z tego, co oznacza 
ka da z liczb:
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Jaki sens mo e mie  dodawanie butelek do zgrzewek?
Co najpierw trzeba obliczy ?

Mo e warto sprawi , aby regu y dotycz ce kolejno ci
wykonywania dzia a  wi za y si , czy nawet wynika y,
w wiadomo ci dziecka z pewnych konkretnych kontekstów 
sytuacyjnych? Aby dziecko, widz c np. zapis 8 + 5 × 12
mog o mu nada , przynajmniej na pocz tku, pewien realis-
tyczny sens, uruchamiaj cy w a ciwy szyk oblicze ? Okazji 
do tego jest przecie  wiele: 

Ania mia a zapakowa  do pude ek 30 bombek. Zapakowa a ju  3 pude ka,
do ka dego wk adaj c po 6 bombek. Ile bombek ma jeszcze zapakowa ?

W sto ówce jest 6 du ych sto ów i 4 ma e. Przy du ym stole mo e
siedzie  10 osób, a przy ma ym 4. Ile jest miejsc w tej sto ówce?

By  mo e powinni my tak e pami ta  o tym, e j zyk
mówiony i pisany ma charakter liniowy – s owa padaj  i s
odbierane w pewnej jednoznacznej kolejno ci. Jaki to ma 
zwi zek z kolejno ci  wykonywania dzia a ? Prawie zawsze, 
gdy podajemy regu y rz dz ce kolejno ci , z naszych ust 
pada taka (lub bardzo zbli ona) formu a: najpierw mno enie
i dzielenie, potem dodawanie i odejmowanie. Jaki jest nie-
zmienny(!) szyk wymienianych dzia a ?

Pierwsze: mno enie, drugie: dzielenie, trzecie: dodawa-
nie, czwarte: odejmowanie. 

Mo e powtarzaj c wielokrotnie i niezmiennie te s owa,
nie wiadomie tworzymy warunki do tego, aby dzieci zbudo-
wa y sobie takie w a nie priorytety dzia a  jak powy ej?
Znaczna cz  uczniów ujawni a je w swoich obliczeniach.

Mo e warto zmienia  ten szyk: najpierw dzielenie oraz 
mno enie, potem odejmowanie i dodawanie oraz samo 
sformu owanie: w pierwszej kolejno ci dzielenie albo mno-
enie...

Je li przy pierwszej takiej próbie zauwa ymy u dzieci 
oznaki zaniepokojenia, to mo e by  sygna , e proces 
generalizowania w asnych regu  ju  trwa. Pami tajmy, e
atwiej jest zapobiega  ni  leczy .
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STOSOWANIE RÓ NYCH STRATEGII 
LICZENIA

yjemy w epoce gwa townego post pu technicznego  
i cywilizacyjnego, ka dego roku pojawiaj  si  kolejne urz -
dzenia u atwiaj ce nam ycie. W roku 1974 powsta  pierwszy 
kieszonkowy kalkulator – urz dzenie, które zbudowano po 
to, eby zdj  z nas ci ar mudnych mechanicznych obli-
cze . Jest to wci  do  „ wie y” wynalazek – niedawno 
obchodzi  swoje trzydziestolecie.

Dzi  kalkulatory montowane s  w telefonach ko-
mórkowych, zegarkach, lampkach biurowych. Najta sze,
czterodzia aniowe kalkulatory kosztuj  kilka z otych. Czy 
nauczyli my si  z nich korzysta  w procesie rozwijania umie-
j tno ci matematycznych dzieci albo chocia  „wspó y ”
z nimi? A mo e raczej yjemy w skrywanym l ku przed tym 
niewielkim urz dzeniem, które do  powszechnie w naszym 
kraju uwa ane jest za powa ne zagro enie dla uczniowskiej 
umiej tno ci wykonywania oblicze ?

Historia uczy, e post pu technicznego nie da si  za-
trzyma , wi c wcze niej czy pó niej „widmo kalkulatora” 
energicznie zapuka do drzwi polskiej szko y. Puka ju  dzi ,
o czym wiadcz  obliczenia wykonywane pod awkami, ale 
ma o kto ma odwag  sobie to w pe ni u wiadomi . Czy 
mo na sprawi , eby kalkulator by  sprzymierze cem, a nie 
wrogiem? 

Wydaje si , e jest tylko jedno dobre wyj cie z tej 
sytuacji:

je li chcemy, aby dzieci nie si ga y przy ka dym obliczeniu 
po kalkulator, musimy je przekona , e mog  i potrafi  wiele 
rzeczy obliczy , np. w pami ci – skutecznie i bezpiecznie,  
a cz sto tak e szybciej ni  na kalkulatorze! 

Najwy sza pora, aby my zdali sobie spraw  z tego, e
zadaniem szko y jest nie tylko nauczy  dzieci liczy , ale 
przede wszystkim: nauczy  dzieci liczy  sprytnie! Co to 
znaczy sprytnie? To znaczy np. tak:

Nauczycielka: Ile to jest 58 + 76? Prosz , Ania. 
Ania: 134.
Nauczycielka: A jak to policzy a ?
Ania: Z pierwszej liczby wzi am 50 i z drugiej 

50, to razem 100. 
Tu zosta o 8, a tu 26, to razem 34, czyli 
134.

Nauczycielka: Sprytnie. To policz jeszcze, ile to jest
45 + 39. 

Ania: Tu musz  zastosowa  inn  metod . 45 i 35 
to 80. Razem 84! 
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Okaza o si , e Ania, uczennica klasy 3, nie tylko zna  
i stosuje kilka metod dodawania w pami ci, ale zauwa y a
równie , e w ró nych sytuacjach warto si ga  po ró ne
metody. Zacz a rozwija  swoj zaradno  arytmetyczn  – 
umiej tno , która powinna by  zasadniczym celem edukacji 
matematycznej nie tylko w klasach 1–3. 

Tak e wspó czesna psychologia zwraca szczególn
uwag  na znaczenie samodzielno ci i aktywno ci intelek-
tualnej uczniów w procesie kszta cenia dla ich rozwoju7.
Jednym z podstawowych zada  stoj cych przed szko , i to 
na ka dym etapie jej funkcjonowania, powinno by
tworzenie warunków do budowania przez dzieci ró nych
strategii: liczenia, rozwi zywania zada , radzenia sobie  
z problemami itd. W ten sposób ucz  si  one pos ugiwa
swoj  wiedz , nabieraj  zaufania do siebie, poprawiaj
swoj  samoocen , rozwijaj  kreatywno , a tak e przeko-
nuj  si  o u yteczno ci matematyki. Ucz c si  tworzenia 
i stosowania strategii, ucz  si  tego, co w ich doros ym yciu
mo e by  jednym z najwa niejszych i najbardziej przydat-
nych narz dzi intelektualnych. 

Jedno z zada  w badaniu umiej tno ci trzecioklasistów 
mia o sk oni  uczniów w a nie do ujawnienia stosowanych 
strategii obliczeniowych:

Dwa pierwsze przyk ady mia y zach ci  uczniów do 
zademonstrowania swojej zaradno ci w zakresie dodawania  
i odejmowania – ich wyniki s , przy odrobinie matematycz-
nego sprytu, do  oczywiste na pierwszy rzut oka. W przy-
padku trzeciego przyk adu uczniowie powinni by  skazani na 
metody „niepisemne”, poniewa  algorytm pisemnego dziele-
nia przez liczby wielocyfrowe pojawia si  dopiero w klasie 
czwartej.

                                                
7 Por. np. D. Klus-Sta ska, M. Nowicka, Sensy i bezsensy edukacji wczesnoszkolnej, WSiP, Warszawa 2005. 
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poprawnie pisemnie poprawnie w inny sposób b dnie lub brak

Efekty poczyna  uczniów prezentuje poni szy diagram:  

Diagram 7. „W asne” strategie liczenia uczniów – procent poprawnych oblicze .

Ogromna wi kszo  uczniów, bo a  90,2%, zastoso-
wa a do znalezienia sumy 199 + 87 algorytm dodawania 
pisemnego – 80,8% wykona o obliczenia poprawnie, a 9,4% 
b dnie. Tylko 9,1% uczniów si gn o po inne metody, przy 
czym 6,7% uzyska o dobry wynik, najcz ciej po prostu go 
podaj c, a 2,4% pomyli o si .

W przypadku odejmowania 106 – 99 po algorytm 
pisemny si gn o 81,6% uczniów – 57,2% zastosowa o go 
poprawnie, a 24,4% – czyli ok. ¼ wszystkich uczniów – 
pope ni o w obliczeniach pisemnych b d. Inn  strategi
zastosowa o 16,8% uczniów: 14,3% skutecznie, tak e i tu 
najcz ciej od razu podaj c poprawny wynik, a 2,5% b dnie.

Tak e w przypadku dzielenia 150 : 25, czyli liczby 
trzycyfrowej przez dwucyfrow (!), spora cz  uczniów, bo 
36,6%, stara a si  zastosowa  algorytm pisemnego dzielenia 
–  i a  7,9% uczniów zrobi o to skutecznie. Innych metod 
próbowa o 58,3% dzieci – 39,4% z sukcesem. Zwraca uwag
fakt, e ponad po owa uczniów nie poradzi a sobie z tym 
prostym dzieleniem.  

Tylko 3,5% uczniów w ka dym z trzech przypadków 
si gn o z powodzeniem po inny, ni  algorytm pisemny, 
sposób znalezienia wyniku. Jak wida , z zaradno ci
arytmetyczn  naszych uczniów jest zwyczajnie le. Potwier-
dzaj  to zreszt  tak e wszystkie inne prowadzone badania8.

                                                
8 Por. np. R. Dolata, B. Murawska, E. Putkiewicz, M. ytko, Monitorowanie osi gni
szkolnych jako metoda doskonalenia edukacji, Wydawnictwo „ ak”, Warszawa 1997.  
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Spójrzmy na „niepisemne” strategie stosowane przez 
uczniów w przypadku dodawania. Dwie pierwsze polegaj  na 
rozbiciu obu lub jednego sk adnika na dziesi tki i jedno ci:

Obliczenia 3 i 4 to „dodawanie po kawa ku” lub dope -
nianie do pe nych setek, ró ni  si  one tylko zapisem. Ostat-
nia strategia (5) jest bardziej zagadkowa – ucze  dodawanie 
199 + 1 zast pi  dzia aniem 190 + 10, trudno powiedzie ,
czym si  kierowa .

Zapis drugiej i czwartej strategii jest charakterystyczny 
dla kilkuetapowego obliczenia wykonywanego w pami ci.
Z formalnego punktu widzenia jest on oczywi cie niepo-
prawny, ale precyzyjnie oddaje dynamik  i kolejno  wyko-
nywanych operacji. W badaniu tego typu rozwi zania by y
„zaliczane”.

Bardzo adna strategia dodawania pojawi a si  tak e
przy okazji rozwi zywania zupe nie innego zadania: 

Wype niaj c piramidk  ucze , zamiast trudnego doda-
wania 39 + 25, wykona  zdecydowanie prostsze dzia anie:
40 + 24. 

Nieco wi ksz  ró norodno  stosowanych strategii 
przynios o odejmowanie: 

Dwie pierwsze metody s  analogiczne do pocz tko-
wych strategii dodawania. W trzecim obliczeniu ucze  uzna ,
i s usznie, e dzia anie 106 – 100 jest du o prostsze, trzeba  

1. 2.

 4. 

3.

1.

3.

5.

2.

4.
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tylko potem dokona  korekty wyniku. Podobnie w strategii 4: 
ucze  zacz  od dzia ania 100 – 99, po czym odpowiednio 
zwi kszy  uzyskany wynik. 

Strategie 5 i 6 to dwa ró ne przyk ady sprytnego „odej-
mowania po kawa ku”. Inny przyk ad zastosowania tej samej 
strategii pojawi  si  przy okazji odejmowania wyra e  dwu-
mianowanych: 

Bardzo ryzykownie, ale skutecznie, rozumowa  autor 
strategii 7, który ( wiadomie lub nie), wykorzysta  zapis  
z minusem przed nawiasem. Stosowanie tej strategii wymaga 
albo sporej dojrza o ci matematycznej, albo szcz cia, czego 
zabrak o np. autorowi tych oblicze :

Podczas dzielenia 150 : 25 dominowa y dwie metody post -
powania:

 rozk ad:

 oraz dzielenie pisemne lub jego próby: 

5. 6. 7.
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Pojawi y si  tak e ró ne metody sprawdzenia, czy 
obliczony w pami ci wynik jest poprawny. Warto zwróci
uwag  na bardzo dojrza y pomys  sprawdzenia dzielenia za 
pomoc  ... innego dzielenia. 

Przy okazji: czy przekre lone dzielenie pisemne na ostat-
niej kartce powy ej jest poprawnie wykonane? 

Sporej liczby ciekawych obserwacji dostarczaj  b dne
próby uczniów, niekiedy bardzo trudne do zinterpretowania – 
zarówno te zwi zane przede wszystkim z rozk adem liczby 
150:

jak i dotycz ce dzielenia pisemnego: 

W dwóch pocz tkowych próbach wida  wyra nie, jak 
uczniowie usi uj  – przez analogi  – zbudowa  ten algo-
rytm: je li dwucyfrowa, to mo e raz jedna cyfra, a raz druga?
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I tylko martwi „krzyk bezradno ci” cz ci uczniów: 

oraz niski ogólny poziom wykonania tego dzielenia – poni ej
50%.

A co z t  „wi ksz  po ówk ”? Prawdopodobnie ich 
wiedza dotycz ca dzielenia nie daje si  zastosowa  sku-
tecznie nigdzie, poza najbardziej typowymi, „utrwalonymi” 
sytuacjami. 

Rozwi my nieco i wzboga my strategie, które pojawi y
si  w obliczeniach uczniów. Zacznijmy od dodawania: 

26 + 37 = ? 
20 i 30 to 50, 6 i 7 to 13, razem 63; jest to 
najpopularniejszy sposób dodawania w pami ci u dzieci
i u doros ych: najpierw dziesi tki, potem jedno ci;
6 i 7 to 13, 20 i 30 to 50, 50 i 13 to 63; mniej 
popularny od poprzedniego, ale równie  do  cz sto
wyst puj cy, bo bardzo „szkolny” – najpierw jedno ci,
potem dziesi tki, czyli „od prawej do lewej”; 
26 i 30 to 56, 56 i 7 to 63; zaczynamy dodawa  „po 
kawa ku”, ale na razie w sposób do  mechaniczny. 
Zalet  tych trzech strategii jest, bez w tpienia, ich 

ogólno  – dok adnie w ten sam sposób post pujemy  
w przypadku ka dego wykonywanego dodawania (liczb dwu-
cyfrowych). To, e nie zwracamy uwagi na specyfik  liczb 
wyst puj cych w dzia aniu jest tak e podstawow  s abo ci
tych strategii – nie u atwiaj  nam one specjalnie ycia.

najpierw do 26 dodajmy 4, to b dzie 30, i teraz 
dodajmy reszt , czyli 33, to razem 63; znowu „po 
kawa ku”, ale sprytniej, bo zaczynamy od dope nienia
do pe nych dziesi tek;
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37 i 3 to 40, i 23 to 63; dope nienie „w drug  stron ”,
które dla cz ci dzieci mo e by  obliczeniowo du o
prostsze od strategii poprzedniej – im liczba bli sza
pe nej dziesi tki, tym atwiejsze jest jej dope nienie;
26 i 34 to 60, i jeszcze 3, to 63 (albo „w drug
stron ”); znowu dope nienie, ale do du o wi kszej
liczby dziesi tek;
25 i 35 to 60, z pierwszej liczby zosta o 1, z drugiej 
2, to razem 63 (albo „w drug  stron ”); niektóre dzieci 
preferuj  dodawanie „okr g ych” liczb, np. ko cz cych
si  pi tkami, takie dodawanie jest dla nich du o
atwiejsze.

Te strategie odwo uj  si  ju  do postaci dodawanych 
liczb, dzi ki czemu obliczenia staj  si  znacznie prostsze. 
Mo na je stosowa  tam, gdzie wyst puje przekraczanie pro- 
gu dziesi tkowego. Ostatnia strategia wymaga dodatkowo,  
aby cyfry jedno ci w dodawanych liczbach nie by y mniejsze 
od 5.

Kolejne metody jeszcze szybciej prowadz  do celu: 
30 i 37 to 67, ale to o 4 za du o, wi c 63 (albo: 40  
i 26 to 66, ale to o 3 za du o...); du o atwiej jest 
dodawa  pe ne dziesi tki, wi c zast pmy 26 przez 30, 
zróbmy proste dodawanie, a potem odpowiednio 
zmodyfikujmy wynik – trzeba go zmniejszy  o 4; 
30 i 40 to 70, tu wzi li my o 4 za du o, a tu o 3, to 
razem 7, czyli 63; tym razem zmienione zosta y oba 
sk adniki;
zamiast 26 i 37 mog  doda  30 i 33 (albo: 40 i 23),
to 63; je li jedn  z liczb zwi kszymy, a drug  zmniej-
szymy o tyle samo, to wynik pozostanie bez zmian, 
zróbmy to tak, aby otrzyma  pe n  dziesi tk .

To tylko „pierwsza dziesi tka” mo liwych sposobów 
znalezienia wyniku tego dzia ania. Je li b dziemy regularnie 
zach ca  dzieci do opowiadania, w jaki sposób wykonuj
obliczenia, to powy sza lista szybko uzupe ni si  o kolejne 
pomys y.

Podobne, a mo e i wi ksze, bogactwo mo liwych stra-
tegii istnieje tak e dla odejmowania: 

53 – 28 = ? 

13 odj  8 to 5, 40 odj  20 to 20, razem 25; naj-
bardziej typowo „szkolny” sposób odejmowania, osoby 
doros e odejmuj ce w ten sposób w pami ci, cz sto
„widz  przed oczyma” odpowiedni „s upek”;
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53 minus 20 to 33, 33 minus 8 to 25; zaczynamy 
odejmowa  po kolei, najpierw dziesi tki, potem 
jedno ci, czyli do  mechanicznie, bez zwracania uwagi 
na posta  liczb; 
53 minus 8 to 45 i jeszcze odj  20 to 25; 
analogicznie jak powy ej, ale zaczynaj c od jedno ci,
niektórym osobom ta kolejno  wydaje si  bardziej 
naturalna, bo „od prawej do lewej”. 
Trzy metody, które maj  dok adnie te same zalety i wa-

dy, co analogiczne metody dla dodawania: ogólno  i wysoki 
poziom trudno ci wykonywanych oblicze .

53 minus 3 to 50, teraz odejmujemy reszt , czyli 
25; ponownie odejmowanie „po kawa ku”, ale znacznie 
sprytniej ni  poprzednio, bo odejmowanie od pe nych
dziesi tek jest du o atwiejsze;
53 odj  23, to 30, odj  5, to 25; znowu po kolei, 
ale zaczynaj c od najwi kszej mo liwej wygodnej 
liczby.
Sprytne odejmowanie po kolei to pot na strategia, 

której u yteczno  ro nie wraz z wielko ci  odejmowanych 
liczb (por. dalej).

50 minus 28 to 22, ale to o 3 za ma o, wi c 25; zast -
pujemy odejmowanie innym, prostszym, po czym 
robimy odpowiedni  korekt  wyniku;
48 odj  28, to 20, doda  5, to 25; znowu
zast pujemy dzia anie innym, du o prostszym, o mniej-
szym wyniku, po czym uzupe niamy „braki”; 
58 minus 28, to 30, ale to o 5 za du o, wi c 25; tym 
razem ko cowa korekta ma na celu odpowiednie 
zmniejszenie wyniku. 
Okazuje si , e przy odrobinie sprytu odejmowanie 

staje si  prostym dzia aniem. „Wygodne” zmniejszanie  
i zwi kszanie odjemnej jest bezpieczn  operacj  – jest do
oczywiste, jak zmiany te wp ywaj  na wielko  otrzymy-
wanego wyniku. Du o ryzykowniejszym pomys em (por.  
s. 38), cho  te  skutecznym, jest „grzebanie” przy odjemniku:  

du o atwiej jest odj  pe ne dziesi tki, wi c
najpierw 53 odj  30, to 23, ale odj li my o 2 za 
du o, wi c wynik b dzie o 2 wi kszy, czyli 25;
50 odj  30 to 20, teraz jeszcze 3 i 2, to  25.
Dwie nast pne strategie wymagaj  nie tylko sprytu, ale 

tak e spostrzegawczo ci:
zamiast 53 odj  28, mog  wykona  du o prostsze 
odejmowanie: 50 – 25, czyli 25; je li obie liczby 
zwi kszymy lub zmniejszymy o t  sam  liczb , to nadal 
b d  ró ni  si  o tyle samo; 
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jeszcze pro ciej jest, gdy odejmujemy pe ne dzie-
si tki: 55 odj  30, to 25. 

Tym razem mamy „pierwsz  dwunastk ” strategii odej-
mowania w pami ci, a to jeszcze nie koniec.

Które z tych strategii dodawania i odejmowania s  naj-
lepsze? Odpowied  jest prosta:

te, które daj  uczniowi najwi ksze poczucie bezpiecze stwa,
które rozumie i potrafi stosowa , bo – by  mo e – sam je 
wymy li .

Kolejka w sklepie spo ywczym. Teraz my. Trzydzie ci
cztery pi dziesi t – informuje kasjerka. Dajemy 50 z . Je li
mamy szcz cie, to – mimo obecno ci na ladzie kasy fiskal-
nej – us yszymy za chwil  nast puj ce s owa, towarzysz ce
wydawaniu reszty:
Trzydzie ci pi   (w nasz  stron  w druje moneta  

 pi dziesi ciogroszowa);
Czterdzie ci (tym razem 5 z otych);
Pi dziesi t  (banknot 10 z otych);
Dzi kuj   (na tym koniec, wi cej ju  nie b dzie).

Ile reszty dostali my?  

Trudne, czy nawet bardzo trudne, odejmowanie: 
50 z  – 34,50 z  = ? 

zosta o zast pione bardzo prostym dodawaniem:   
0,50 z  + 5 z  + 10 z  = 15,50 z .

Dlaczego ta metoda jest dobra? Bo ró nica mówi nam  
o tym, o ile ró ni  si  obie liczby, czyli ile trzeba doda  do 
mniejszej, aby otrzyma  wi ksz  z nich. Tak  strategi
odejmowania przyj to nazywa odejmowaniem przez do-
pe nianie.

Prze led my jej dzia anie na kilku przyk adach:

16 – 9 = ? 1 (do 10) i 6 (do 16) to 7
34 – 16 = ?  4 (do 20) i 10 (do 30) i 4 (do 34) to 18
81 – 37 = ? 3 (do 40) i 40 (do 80) i 1 (do 81) to 44
103 – 46 = ? 4 (do 50) i 50 (do 100) i 3 (do 103) to 57

I stopniowo upraszczaj c zapis w miar  oswajania si
z metod  i nabierania wprawy:

76 – 29 = ? 1 (do 30) i 46 (do 76) to 47
151 – 117 = ? 3 (do 120) i 31 (do 151) to 34
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133 – 59 = ? 41 (do 100) i 33 (do 133) to 74
67 – 18 = ? 2 i 47 to 49
165 – 88 = ? 12 i 65 to 77
612 – 384 = ? 16 i 212 to 228
1006 – 539 = ? 61 i 400 i 6 to 467.

Proste obliczenia w pami ci (plus zapisanie kilku liczb, 
eby nie trzeba by o ich pami ta ) zamiast pisemnego 

odejmowania z trzykrotnym „rozmienianiem” obok siebie? 
Strategia ta jest bardzo skuteczna w przypadku przyk a-

dów z wielokrotnym „rozmienianiem”, i raczej nieskuteczna, 
gdy mamy obliczy  np. 689 – 235. 

Zaradno  arytmetyczna to nie tylko znajomo
strategii, to tak e, a mo e nawet przede wszystkim, umie-
j tno  podj cia przez ucznia decyzji, która metoda  
w danej sytuacji b dzie najlepsza.  

Skuteczna metoda to taka, która uwzgl dnia specyfik
liczb wyst puj cych w dzia aniu, bo tylko do konkretnych 
liczb ucze  mo e dobra  w a ciwy „chwyt”. Tam, gdzie po-
jawia si  przekraczanie progów, zawsze  jest do wyboru kilka 
sposobów sprytnego i bezpiecznego(!) wykonania oblicze .
Przy okazji mog  ujawni  si  dodatkowo zupe nie nowe 
strategie:

35 + 47 = ? 
35 + 45 + 2  33 + 47 + 2  35 + 50 – 3  40 + 50 – 8            ....

66 + 58 = ? 
66 + 4 + 30 + 24 50 + 50 + 16 + 8 66 + 60 – 2  64 + 60            .... 

88 + 79 = ? 
90 + 80 – 3  80 + 80 + 8 – 1  90 + 79 – 2  ....      

165 + 57 = ? 
160 + 60 + 5 – 3  165 + 55 + 2  ....        

117 + 36 = ? 
120 + 40 – 7    ....           
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A jak sprytnie poradzi  sobie np. z dodawaniem:  

48 + 29 + 25?
Tak: 50 + 30 + 25 – 3, tak: 48 + 2 + 29 + 1 + 22, czy  

w inny jeszcze sposób? 

Taka sama sytuacja wyst puje w przypadku odejmowa-
nia – zawsze istnieje kilka mo liwo ci:

61 – 39 = ? 
  61 – 31 – 8   1 + 21   69 – 39 – 8  62 – 40  .... 

94 – 57 = ? 
  94 – 54 – 3  3 + 34               90 – 53                        ....       

115 – 66 = ? 
  34 + 15  115 – 15 – 51  ....  

331 – 164 = ? 
  36 + 131                     ....

Kwesti  wyboru strategii do wykorzystania bez w tpie-
nia warto zostawi  najbardziej zainteresowanemu – czyli 
uczniowi. Nawet je li jego wybór nie b dzie zgodny z na-
szym, co na pewno cz sto b dzie mia o miejsce, to b dzie to 
doskona a okazja do dyskusji o ró nych mo liwych meto- 
dach wykonywania oblicze  oraz plusach i minusach ka dej
z nich.

Dodawanie i odejmowanie to dzia ania arytmetyczne,  
z którymi dziecko cz sto obcuje w swoim codziennym yciu.
Od samego pocz tku buduje swoje wyobra enia na ich temat 
i tworzy strategie wykonywania tych operacji.

Wystarczy pozwoli  uczniom na stosowanie w asnych
metod obliczeniowych i opowiadanie o nich, aby w naturalny 
sposób ujawnia y si  ró ne strategie i uczniowie uczyli si
ich wzajemnie od siebie. Pytajmy wi c nie tylko: „Ile to 
jest?”, ale tak e jak najcz ciej: „Jak to obliczy a
(obliczy e )?”. Czasami mo na zrobi  krok dalej, zadaj c
pytanie: „Dlaczego ten sposób jest dobry?”. Nie zra ajmy si
niesk adnymi odpowiedziami czy nawet ich brakiem – 
pytania tego typu uruchamiaj  du o powa niejsze procesy 
my lowe ni  sztampowe pytanie o wynik wykonanego 
dzia ania. Ucz  one wyja niania i uzasadniania, dotykaj
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wprost rozumienia, a nie tylko stosowania schematów. Ka da
kolejna próba ucznia b dzie lepsza i sk adniejsza od wcze -
niejszych – rozwijanie tych umiej tno ci wymaga bowiem 
okazji i czasu. Warto nagradza  (komentarzem, pochwa , ...) 
sprytne i oryginalne strategie – przyczyni si  to do wi kszego
zainteresowania ich ujawnianiem, a tak e poszukiwaniem. 

Zach cenie uczniów do opowiadania o swoich meto-
dach ma jeszcze jedn , trudn  do przecenienia, zalet : dzi ki
temu mo emy si  dowiedzie , jak uczniowie naprawd
my l , co jest dla nich jasne i zrozumia e, a co trudne. Im 
uczniowie wi cej mówi , tym lepiej orientujemy si  w ich 
rzeczywistej wiedzy, a co za tym idzie – dok adniej mo emy 
ledzi  ich rozwój. Gdy brakuje takiego „sprz enia zwrot-

nego”, gdy to przede wszystkim my mówimy, a dzieci s u-
chaj  i wykonuj  proste polecenia, mo emy prze y  spore 
rozczarowanie, gdy wreszcie dopu cimy je do g osu – ich 
wiedza czy sposób rozumowania mog  daleko odbiega  od 
tego, czego si  spodziewali my.  

Tylko niektórzy uczniowie s  w stanie skutecznie bu-
dowa  strategie, poruszaj c si  jedynie w wiecie symboli. 
Du o wi cej szans na to jest wówczas, gdy ucze  operuje 
narz dziami, gdy strategie mog  wyrosn  z dzia ania czy 
rysunku. Wielu okazji mo e nam dostarczy  samo ycie:

Kupi em dwa pude ka ciastek. Jedno kosztowa o 4 z  90 gr, 
a drugie 5 z  85 gr. Ile za nie cznie zap aci em?
Tu 5 z  bez 10 gr, a tu 6 z  bez 15 gr, razem 11 z  bez 25 gr, 
czyli 10 z  75 gr. 

Warto wi c losowi pomaga , wiadomie aran uj c od-
powiednie sytuacje albo wykorzystuj c te, które pojawi  si
w sposób przez nas niezaplanowany. 

Adam i Marek graj  w gr  typu „wy cig”. Pionek Ada-
ma znajduje si  na polu 25, a pionek Marka na polu 28. 
O ile pól pionek Marka jest bli ej mety? W kolejnej 
rundzie gry ka dy z nich wyrzuci  po 3 oczka. Gdzie 
stan  ich pionki? Jaka jest teraz przewaga Marka? 
W pierwszym stosiku jest 35 klocków, a w drugim 20. 
Gdzie jest wi cej klocków? O ile? Z ka dego stosika 
zabieramy po jednym klocku. Gdzie teraz jest ich 
wi cej? O ile? 
Ania narysowa a na kartce 18 kó ek, a Jagoda 30. 
Która z nich narysowa a ich wi cej? O ile? Ka da
z dziewczynek dorysowa a jeszcze po 2 kó ka. Ile kó ek
ma ka da z nich teraz? Która ma ich wi cej? O ile? 
Na awce le  dwa stosiki klocków – w mniejszym jest 
26 klocków, a w wi kszym 37. Przek adamy 3 klocki 
z mniejszego stosika na wi kszy. Co si  sta o z czn
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liczb  klocków? Ile klocków b dzie teraz w ka dym ze 
stosików? A ile ich b dzie razem?
Trzech ch opców dosta o po tyle samo klocków. Ka dy
z nich roz o y  swoje klocki na dwie kupki i przeliczy ,
ile klocków jest w ka dej kupce. Marek mia  w mniejszej 
kupce 16 klocków, a w wi kszej 28. Piotr mia  18 i 26,  
a Adam – 14 i 30. Któremu z nich b dzie naj atwiej
obliczy , ile ma klocków? Dlaczego? 
...
 „Okazje” symboliczne to nast pny, bardziej zaawan-

sowany krok. 

Spójrz na te dzia ania. Czym si  one ró ni ? A co je 
czy? Uzupe nij wyniki. 

30 + 17 = 33 + 17 = 20 + 26 = 15 + 40 = 
29 + 17 = 33 + 18 = 19 + 25 = 16 + 39 = 
28 + 17 = 33 + 19 = 18 + 24 = 17 + 38 = 
27 + 17 = 33 + 20 = 17 + 23 = 18 + 37 = 
...  ... ... ... 
...  ... ... ... 

Jak b d  wygl da y kolejne dzia ania? Dlaczego? 
Ponownie przyjrzyj si  seriom dzia a . Co je czy?
Uzupe nij wyniki. 

30 – 17 = 35 – 20 = 30 – 17 = 53 – 30 =
31 – 17 = 35 – 19 = 31 – 18 =  52 – 29 = 
32 – 17 = 35 – 18 = 32 – 19 =  51 – 28 = 
33 – 17 = 35 – 17 = 33 – 20 =  50 – 27 = 
... ... ...  ... 
... ... ...  ... 

Jakie b d  wyniki kolejnych dzia a  w ka dej z tych 
serii?

Wszystkie te dzia ania maj  taki sam wynik. Jaki? 
 21 – 7 22 – 8 23 – 9 24 – 10 

Dlaczego ich wyniki s  takie same? 

52 – 47 = 5. Jakie inne liczby dwucyfrowe trzeba odj ,
aby otrzyma  w wyniku 5?

...
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Praktyka pokazuje, e nie nale y zmusza  dzieci, aby to 
samo obliczenie wykonywa y na kilka ró nych sposobów – 
trudno jest im wyja ni  w zrozumia y (dla nich!) sposób sens 
ponownego liczenia czego , co ju  jest znane. Nie przeszka-
dza to jednak temu, eby ró ni uczniowie pokazali swoje 
(ró ne) sposoby doj cia do wyniku. 

Nie jest równie  dobrym pomys em zmuszanie uczniów 
do zmiany stosowanej strategii liczenia, je li tylko strategia ta 
jest wystarczaj co skuteczna. Zawsze natomiast warto poka-
zywa , e post puj c w inny sposób, mo na by o ten sam cel 
osi gn  pro ciej i szybciej. Gdy dziecko zrozumie now
metod , samo j  zastosuje, o ile faktycznie jest prostsza –  
z jego punktu widzenia!

Wi kszo  z tworzonych strategii ma znacznie szersz
przydatno  ni  na pierwszy rzut oka si  wydaje. Prze led -
my to na przyk adach:

 64 dag + 57 dag = ? 

 50 + 50 + 14 + 7 (dag)   
 64 + 36 + 21 (dag)   
 70 + 60 – 9 (dag) 
 60 + 60 + 4 – 3 (dag)   
 ...

 1 m 78 cm + 63 cm = ? 

 1 m 78 cm + 22 cm + 41 cm  
 1 m 70 cm + 60 cm + 11 cm 
 1 m 80 cm + 60 cm – 2 cm + 3 cm
 2 m + 63 cm – 22 cm
 ... 

 5 z  85 gr + 3 z  60 gr = ? 

 3 z  60 gr + 40 gr + 5 z  45 gr 
 5 z  40 gr + 3 z  60 gr + 45 gr 
 9 z  60 gr – 15 gr 
 10 z  – 55 gr 
 ...

 93 cm – 67 cm = ? 

 93 – 63 – 4 (cm) 
 3 + 23 (cm) 
 96 – 70 (cm) 
 97 – 67 – 4 (cm)   
 ... 

 2 kg 30 dag – 94 dag = ? 

 6 dag + 1 kg 30 dag
 2 kg 30 dag – 30 dag – 64 dag 
 2 kg 36 dag – 1 kg  
 ... 

 7 z  36 gr – 5 z  88 gr = ? 

 12 gr + 1 z  36 gr 
 7 z  36 gr – 5 z  36 gr – 52 gr 
 ... 

 4,88 z  + 0,30 z  = ? 

 4,70 z  + 0,30 z  + 0,18 z
 ... 

 1,12 z  – 0,87 z  = ? 
 0,13 z  + 0,12 z
 ...

 3,99 z  + 2,85 z  = ? 

 7 z  – 0,16 z
 ... 

 16,30 z  – 7,89 z  = ? 
 0,11 z  + 2 z  + 6,30 z
 ...

3/4   + 3/4 = ?

3/4  + 1/4 + 2/4

 ... 

 11/5  – 4/5 = ? 
 1/5 + 1/5

 ...
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Jak wida , czas po wi cony na budowanie przez dzieci 
strategii dodawania i odejmowania liczb naturalnych mo e
procentowa  w wielu innych momentach procesu kszta cenia:
przy operacjach na wyra eniach jedno- i dwumianowanych, 
przy dodawaniu i odejmowaniu wyra e  dwumianowa- 
nych zapisanych dziesi tnie, a nawet przy okazji u amków 
zwyk ych.

Musimy tylko sami mie  tego wiadomo , eby w od-
powiednim momencie u atwi  dzieciom zauwa enie tych 
analogii albo zwróci  na nie ich uwag .

W ten sposób uczniowie nie tylko przekonuj  si  o u y-
teczno ci stosowanych przez siebie metod i nabieraj  wiary 
w swoje si y, ale tak e poznaj  jedno z najpot niejszych
narz dzi matematycznej twórczo ci – rozumowanie przez 
analogi .

Te same strategie przydadz  si  jeszcze wielokrotnie  
w klasach starszych: 

 gdy trzeba b dzie dodawa  i odejmowa  wi ksze liczby 

 5088 + 1976 = ?  1976 + 24 + 5064 5100 + 1900 – 12 + 76  ... 

 5031 – 3848 = ?  52 + 100 + 1031  5048 – 3848 – 17    ... 

 gdy w centrum zainteresowania ucznia znajd  si  liczby 
dziesi tne

4,85 + 3,67 = ? 4,85 + 3,15 + 0,52 5 + 4 – 0,15 – 0,33  ... 

13,12 – 8,8 = ? 0,2 + 1 + 3,12   13,32 – 9   ... 

 gdy operacje na u amkach o takich samych mianowni-
kach zaczn  si  komplikowa

45/7 + 34/7 = ? 5 + 32/7 5 + 4 – 2/7 – 3/7  ... 

71/8 – 56/8 = ? 2/8 + 11/8  71/8 – 51/8 – 5/8   ... 

 a nawet w takich, sp dzaj cych cz sto uczniom sen  
z powiek, sytuacjach:

41/8 – 38/9 = 1/9 + 1/8 = ..., 



50

w których wprawdzie nie dostaniemy od razu wyniku, ale 
bardzo trudne odejmowanie zast pimy nieporównywalnie 
prostszym dodawaniem.

I tylko przy okazji nasuwa si  pytanie: Do czego 
potrzebne s  nam tradycyjne algorytmy dodawania i odejmo-
wania pisemnego? 
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STOSOWANIE ALGORYTMÓW DZIA A
PISEMNYCH

Algorytmy dzia a  pisemnych to chyba najbardziej 
„stabilny” obszar tematyczny szkolnej matematyki. Od lat 
jest to jedno z najwa niejszych matematycznych zagadnie
polskiego nauczania pocz tkowego (i klas nast pnych), które 
poch ania mnóstwo czasu i energii wszystkich najbardziej 
zainteresowanych: nauczycieli, uczniów, a tak e ich rodzi-
ców. Przez ostatnie pi dziesi t lat w polskiej szkole pod  
tym wzgl dem nie zmieni o si  nic. Na ogó  nie zmieni  si
równie  sposób, w jaki dzieci ucz  si  algorytmów dzia a
pisemnych – dzisiaj uczniowie poznaj  i opanowuj  je w ten 
sam sposób, jak ich rodzice wier  wieku temu, a rodzice 
robili to tak samo jak ich rodzice, kolejnych dwadzie cia pi
lat wcze niej.

Trudno znale  inny fragment szkolnej edukacji, w któ-
rym tradycja by aby bardziej namacalna i bardziej powszech-
nie akceptowalna. 

Opanowanie ka dego z czterech algorytmów dzia a
pisemnych badane by o za pomoc  trzech przyk adów o ros-
n cym stopniu trudno ci:

A  B  C 
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Procent poprawnie wykonanych oblicze  dla ka dego
z tych przyk adów przedstawia diagram:  

Diagram 8. Stosowanie algorytmów dzia a  pisemnych – procent poprawnych oblicze .

Uwag  zwraca wysoki poziom wykonania dodawania, 
odpowiednio: 93,1%, 92,5% oraz 88,7%. Jak wida , rosn ca
liczba kolejnych „przekrocze ” (jedno, dwa obok siebie  
i trzy) nie mia a wyra nego wp ywu na liczb  bezb dnych
oblicze . Jest to zdecydowanie najlepiej opanowany przez 
uczniów algorytm. A  74,7% uczniów wykona o poprawnie 
wszystkie trzy obliczenia (por. diagram 9), a tylko 1,2%, 
czyli mniej wi cej 30 uczniów spo ród oko o 2500 bior cych
udzia  w badaniu, nie poradzi o sobie z adnym z trzech 
przyk adów.

W podobny sposób dobrano przyk ady dotycz ce odej-
mowania – jedno „rozmienianie”, dwa „rozmieniania” obok 
siebie i trzy „rozmieniania” z zerem w odjemnej. Obliczenia 
te wykona o poprawnie odpowiednio: 80,4%, 72,3% oraz 
47,4% uczniów. Ostatnie dzia anie odejmowania (przyk ad
C) okaza o si  najtrudniejsze do wykonania ze wszystkich 
dwunastu oblicze  pisemnych. Odejmowanie sprawi o
uczniom wyra nie wi cej trudno ci ni  dodawanie: 
35,6% uczniów poradzi o sobie ze wszystkimi trzema przy-
k adami, a 11,3% nie wykona o poprawnie adnego z nich. 
Zdecydowana wi kszo  b dów wi za a si  z niew a ciwie
wykonywan  operacj  „rozmieniania” (por. s. 54).

W przypadku mno enia o trudno ci obliczenia decydo-
wa a przede wszystkim wielko  wyst puj cych w nim liczb. 
Kolejne przyk ady zrobi o poprawnie 86,0%, 69,3% i 59,5% 
uczniów, a 42,1% z nich poradzi o sobie ze wszystkimi 
trzema „s upkami”.  

Stosunkowo najs abiej wypad o dzielenie – odpowied-
nio 71,7%, 51,4% oraz 50,8% poprawnych oblicze  dla 

71,7%

86,0%
80,4%

  93,1%

51,4%

69,3%72,3%

92,5%

 50,8%
  59,5%

47,4%

88,7%

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

80%

90%

100%

+ – x :
A B C
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kolejnych przyk adów. Przyk ad A to jedno z najprostszych 
dzia a  dzielenia, „kwalifikuj ce si ” do pisemnego wyko-
nania. Tak e przyk ad B, o nieco wi kszych liczbach, wyma-
ga  zastosowania algorytmu w najprostszej typowej postaci. 
W przyk adzie C pojawia si  zero w ilorazie, co sprawi o
uczniom, zgodnie z oczekiwaniami, sporo k opotu (por.  
s. 56).

Wida  wyra nie, e rozk ad procentowy poprawnie 
wykonanych przez dzieci oblicze  jest dla dzielenia zdecy-
dowanie bardziej wyrównany ni  dla trzech pozosta ych
dzia a . Zwraca uwag  fakt, e ponad 1/5 badanych uczniów 
nie wykona a poprawnie adnego z trzech przyk adów dziele-
nia pisemnego – nawet przyk adu A, który, przy odrobinie 
wprawy, daje si  obliczy  w pami ci.

Diagram 9. Stosowanie algorytmów dzia a  pisemnych – procent poprawnie wykonanych przyk adów.

W przypadku dodawania pisemnego b dów by o nie-
wiele i w znacznej mierze wynika y one z nieuwagi uczniów, 
np. pomini cia ostatniej cyfry sumy (1), dwukrotnego 
dodania tej samej cyfry krótszego sk adnika (2) czy 
zako czonej niepowodzeniem próby wykonania odejmowa-
nia zamiast dodawania (3). Da a si  zauwa y  jedna, 
powtarzaj ca si  kategoria b dów: w którym  momencie 
obliczenia ucze  przestawa  dodawa  i zaczyna  niespodzie-
wanie mno y  (4, 5) – nowy algorytm zaburza algorytm 
poznany wcze niej.

1. 2. 3. 4. 5.
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1. 2. 3. 4. 5.

1. 2. 3. 4. 5.

6. 7. 8. 9. 10.

11. 12. 13.

Analogiczn  sytuacj  dostrzec mo na w mno eniu pi-
semnym – ucze  zaczyna mno y , po czym „przechodzi” na 
dodawanie (por. 1 i 2 poni ej). Jest to by  mo e sygna , e
zapoznawanie dzieci z algorytmami ró nych dzia a  pisem-
nych powinno by  w procesie kszta cenia bardziej od siebie 
oddalone w czasie, ni  to jest w tej chwili w przypadku 
wi kszo ci podr czników.

Warto zwróci  uwag  na jeszcze jedn  kategori  poja-
wiaj cych si  b dów – ucze  wykonuje w pami ci w a ciwe
obliczenie, po czym cyfry wyniku zamienia miejscami (3–5). 

Obliczenia cz ci uczniów pokazuj , e dopiero oswa-
jaj  si  oni z nowym algorytmem (6–8), jednak zdecydowana 
wi kszo  pope nianych przez nich b dów by a konsekwen-
cj  k opotów z tabliczk  mno enia oraz zwyk ego gapiostwa 
(9).

O tym, e odejmowanie pisemne jest trudnym dzia a-
niem wiemy wszyscy. Ale – eby w pe ni u wiadomi  sobie, 
jak bardzo trudn  dla uczniów operacj  jest pisemne 
odejmowanie, zw aszcza za  tzw. „rozmienianie” – trzeba 
mie  przed oczyma ich próby:  

6. 7. 8. 9.
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Jedno dzia anie – dwa „rozmieniania” obok siebie, wi c
raczej rednio trudne – i 13 ró nych b dnych wyników,  
a ka dy jest efektem innej pomy ki przy rozmienianiu!  

Warto je uwa nie przeanalizowa . ród o niektórych 
(np. 2, 5, 6, 7, 10 – powy ej) jest do  oczywiste, ale jak 
rozumowali autorzy np. oblicze  1, 8 czy 11? 

Wbrew pozorom, to bogactwo typów b dów nie jest 
efektem bezmy lno ci dzieci – raczej wprost przeciwnie: jest 
to efekt ich pomys owo ci. Autorzy tych oblicze  nie zrozu-
mieli procedury pisemnego odejmowania, nie opanowali 
jeszcze sztuki wykonywania kolejnych kroków algorytmu, 
zacz li wi c budowa  swoje w asne strategie post powania,
niestety b dne, natomiast rozmaito  zastosowanych metod 
jest rzeczywi cie zaskakuj ca.

Spójrzmy tak e na dwa pozosta e dzia ania odejmo-
wania:

Wi kszo  typów b dów si  powtarza, ale nie wszyst-
kie. Jak np. rozumowa  autor obliczenia 3?

Zwraca tak e uwag  pewna liczba b dów, wynika-
j cych z przestawiania cyfr w odjemnej i odjemniku:  

Tak e i one mog  by  efektem ucieczki od „rozmieniania”. 

Bogactwo b dów pojawi o si  tak e w pisemnym dzie-
leniu. Wida , e znaczna cz  uczniów zupe nie nie wie, co 
przez co nale y podzieli  czy pomno y  (2, 3, 6, 7, 8 – 
poni ej), co od czego odj  (1, 5, 7, 8) i gdzie zapisa
otrzymane wyniki (1, 3, 4, 5, 6) – i to niezale nie od z o o-
no ci przyk adu:

1. 2.

3. 4.

5. 6.

8. 9.

7.

10.
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Przyk ad C (1228 : 4) pokaza  du  rozpi to  uczniow-
skich reakcji na obecno  zera w ilorazie – od oblicze
w pe ni poprawnych, przez daj ce si  zrozumie  próby 
„dopasowania” zapisu do zaistnia ej sytuacji (por. 1–5 – 
poni ej), po dzia ania i zapisy ju  do  abstrakcyjne (6–8): 

1. 2. 3.

5. 6. 7.

4.

8.

3.1. 2..

5. 6. 7.

4.

8.



57

1. 2. 3.

4. 5. 6.

Uderza bezkrytyczno  uczniów, którym nie przeszkadzaj
wyniki ani szokuj co ma e, ani te  zadziwiaj co du e (por. 
te  wy ej):

Wida , e algorytm pisemnego dzielenia jest dla znacz-
nej cz ci uczniów ko cz cych klas  3 procedur  niezrozu-
mia , która nie zosta a jeszcze wystarczaj co „utrwalona” 
(por. s. 92).

Odr bn  kwesti  jest sprawdzanie poprawno ci wyko-
nywanych oblicze , które – niezale nie od typu dzia ania – 
pojawia o si  sporadycznie i by o traktowane przez uczniów 
z du  beztrosk :

1. 2. 3. 4.
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Wydaje si , e dla cz ci uczniów sprawdzanie popraw-
no ci obliczenia jest co najwy ej zewn trznym przymusem, 
pozbawionym g bszego sensu. Autor jednego tylko z po-
wy szych oblicze  (6) wyci gn  wniosek z tego, e
sprawdzenie da o inny wynik ni  powinno, ale jego reakcja 
nie by a zbyt konstruktywna – przekre li  wynik, zamiast 
podj  prób  szukania b du.

By  mo e za ma o uwagi po wi camy nie tyle samej 
czynno ci sprawdzenia, co jej sensowi, a zw aszcza spo-
sobom zachowania si , gdy sprawdzenie pokazuje, e
pomylili my si  w obliczeniach. Co wtedy nale y zrobi ?
Czy mo na jako  wykorzysta  wynik sprawdzenia? W roz-
wi zaniu 6 jest on o 30 wi kszy od odjemnej, wi c…

W badaniu przeprowadzonym w klasie 4 tak e wyko-
rzystano przyk ady sprawdzaj ce umiej tno  odejmowania, 
mno enia i dzielenia pisemnego – identyczne co do swej 
struktury i poziomu trudno ci z przyk adami z serii C w kla-
sie 3 (np. 1405 – 537, 869 × 8, 1545 : 5). 

Oto porównanie wyników przyk adów tego samego 
typu z klas trzecich i czwartych: 

Diagram 10. Stosowanie algorytmów dzia a  pisemnych – porównanie wyników klas trzecich i czwartych. 

Przypomnijmy, e w badaniu w klasie 4 uczestniczy o
ponad 400 uczniów spo ród prawie 2500 uczestników 
badania w klasie 3 – zatem to ci sami uczniowie, starsi o kil-
ka miesi cy. Testy w klasach czwartych przeprowadzono  
w drugiej po owie pa dziernika, czyli dla wi kszo ci (a mo e
nawet wszystkich) u ywanych w naszych szko ach podr cz-
ników matematyki przed realizacj  tematów dotycz cych
mno enia i dzielenia pisemnego przez liczby wielocyfrowe. 
Mo na wi c uzna , e zestawienie to ilustruje trwa o
opanowania przez uczniów w klasie 3 umiej tno ci odejmo-
wania, mno enia i dzielenia pisemnego.  
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Spadek poziomu wyników jest szczególnie wyra ny
w przypadku dzielenia oraz mno enia, czyli tych algoryt-
mów, z którymi uczniowie obcowali najkrócej, poniewa
zapoznaj  si  z nimi na ogó  w trakcie drugiego semestru 
klasy 3. Co ciekawsze, w przypadku dzielenia najgorzej 
wypad y szko y miejskie: 12,4% poprawnych oblicze .

Oczywiste jest, równie  w wietle prezentowanych 
wyników, e wi kszo  uczniów opanowuje algorytmy 
dzia a  pisemnych w sposób ca kowicie mechaniczny, bez 
zrozumienia sensu i istoty kolejnych sk adaj cych si  na nie 
kroków. Co wi cej – ich do wiadczenia i wiedza dotycz ce
algorytmów s  oderwane od innych, by  mo e trwalszych, 
obszarów wiedzy matematycznej. Efektem jest szybkie 
i nieuchronne zapominanie – chyba, e wiedza dzieci na  
ten temat b dzie co pewien czas od wie ana i ponownie 
utrwalana, a  do wyst pienia zjawiska zwanego „przeu-
czeniem” i sprowadzenia dzia a  uczniów do poziomu 
„odruchu”.

W zwi zku z tym nasuwaj  si  dwa pytania: 

Czy satysfakcjonuj cego, z punktu widzenia rachun-
kowej sprawno ci uczniów, efektu nie mo na osi gn
w inny, ni  stosowany od lat w polskiej szkole, sposób? 

I czy w ogóle warto dzi , na pocz tku XXI w., po wi -
ca  tyle czasu i wspólnego wysi ku na algorytmy dzia a
pisemnych?

Prób  sformu owania odpowiedzi na pierwsze z zada-
nych wy ej pyta  zacznijmy od algorytmu pisemnego dziele-
nia i od rozwa enia nast puj cej sytuacji: 

Szesnastoosobowa grupa uczniów wróci a z wycieczki. Po 
dokonaniu wszystkich op at okaza o si , e z zebranych 
pieni dzy pozosta o 576 z otych. Postanowiono zwróci  je 
uczestnikom wycieczki, ka demu po tyle samo. Po ile dosta
ka dy ucze ?

Co trzeba zrobi , eby odpowiedzie  na to pytanie? 
Pierwsza, nasuwaj ca si  w naturalny sposób, odpowied
doros ego brzmi: nale y wykona  dzielenie

576 : 16. 
Odruchowo dokonali my matematyzacji sytuacji przedsta-
wionej w zadaniu, narzucaj c pewien schemat rozwi za-
nia. Mimo, e dzieci nie potrafi  jeszcze wykona  takiego
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dzielenia, to z rozwi zaniem tego realistycznego zadania i tak 
sobie doskonale poradz .

O co chodzi w tym zadaniu? O rozdanie 576 z otych po 
równo mi dzy 16 osób. Zacznijmy je wi c rozdawa .

Na pocz tku ka demu uczestnikowi wycieczki mo emy 
da  po 10 z otych, czyli cznie 160 z otych. Do rozdania zo-
sta o nam jeszcze 416 z otych.

To jeszcze raz po 10 z otych dla ka dego, czyli znowu 
160. Zosta o jeszcze 256.

Kolejne 10 z otych dla ka dego, 160 cznie. Do roz-
dania zosta o jeszcze 96 z otych.

Po 10 z otych ju  nie mo emy, ale mo emy po 5. To 
razem 80 z otych. Zostaje jeszcze 16. 

To ka demu po z otówce i koniec rozdawania. 
Ka dy uczestnik wycieczki otrzyma  po 36 z otych.
Dzielenie – i to przez liczb  dwucyfrow  – wykonane.

Algorytm to procedura, która spe nia dwa warunki: 
1) sk ada si  z powtarzalnych kroków, 
2) poprawnie zastosowana – gwarantuje sukces.  

Poniewa  kolejne kroki post powania zapisywali my  
i mo emy to post powanie z sukcesem powtórzy  dla ka de-
go innego dzielenia, wi c mamy tu do czynienia z algo-
rytmem dzielenia pisemnego. Z algorytmem, który powsta
w efekcie zapisywania kolejnych czynno ci wykonywanych 
przez ucznia, po to, by u atwi  znalezienie wyniku. Taka jest 
w a nie naturalna geneza algorytmów dzia a  pisemnych – 
notowanie wykonywanych w pami ci czynno ci, eby atwiej
i pewniej doj  do poszukiwanego wyniku.

Dodatkowo, dziel c w przedstawiony wy ej sposób, 
robimy, mówimy i piszemy dok adnie to samo. Nie ma wi c
adnych umów, tajemnic, skrótów my lowych czy s ów,

które znacz  co innego ni  powinny – z czym mamy do 
czynienia w przypadku algorytmu dzielenia (i innych algo-
rytmów równie ) powszechnie stosowanego w naszej szkole.

Prze led my t  procedur  raz jeszcze, na nieco prost-
szym przyk adzie.

294 uczniów wybiera si  siedmioma autokarami na wyciecz-
k . W ka dym autokarze ma jecha  tylu samo uczniów. Po ilu 
uczniów b dzie w ka dym autokarze?

Czyli: 294 uczniów mamy „po równo” rozmie ci  w 7 
autokarach. Zacznijmy wi c ich sadza .

Do ka dego autokaru wchodzi po 10 uczniów, to razem 
70. Zosta o jeszcze 224.

To znowu po 10, czyli 70 cznie. Jeszcze 154. 

       2 
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Wida , e mo emy ten proces troch  przyspieszy , tym 
razem do ka dego autokaru wsiada po 20 uczniów, czyli 
razem 140. 

Jeszcze po 2 i mo na jecha .

Wynik: w ka dym autokarze b dzie po 42 uczniów. 

Zobaczmy, jak w inny jeszcze sposób mog o przebiega
rozumowanie ucznia w przypadku tego dzielenia: 

Cztery ró ne sposoby wykonania tego samego dzielenia 
– ka dy tak samo dobry.  

Stosuj c ten algorytm, ucze  mo e dobiera  takie 
operacje, które daj  mu najwi ksze poczucie bezpiecze stwa
– je li ma k opoty z mno eniem, mo e „rozdawa ” po 10, 5  
i 1, a i tak dojdzie do w a ciwego wyniku. Przy odrobinie 
sprytu mo e tak „regulowa ” przebieg dzielenia, aby unika ,
czy chocia  zmniejsza  ilo , trudnych odejmowa  do wy-
konania.

Algorytm pisemnego dzielenia, przy którym mo na by
sprytnym? Jak to si  ma do wizerunku algorytmu jako czego
zupe nie zwalniaj cego z my lenia?

Gdy ucze  nabierze wprawy, mo e podj  prób  roz-
dania wszystkich dziesi tek od razu. Jej efekt jest chyba do
zaskakuj cy, zw aszcza w zestawieniu z klasycznym algo-
rytmem: 
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Jedynie dwie nieznaczne ró nice w zapisie dzielenia  
i ogromna przepa  w dost pno ci ka dej z tych procedur 
oraz jej „zrozumia o ci”.

Najwy sza pora usun  nie cis o , która pojawi a si
w tytule tego paragrafu – to nie jest inny algorytm! To ten 
sam, ale zupe nie inaczej pokazany dzieciom, nie od razu 
w swej najkrótszej, najtrudniejszej i najbardziej hermetycznej 
postaci, lecz w postaci, która mo e rozwija  si  wraz z ucz-
niem, a  – je li uznamy to za wskazane – do swojej wersji 
klasycznej.

Jak wygl da sytuacja w przypadku dzielenia np. liczby 
trzycyfrowej przez jednocyfrow ?

888 : 6 = ? 

             148 
              148

Trzy poprawne obliczenia, o rosn cej zwi z o ci i tempie 
doj cia do poszukiwanego wyniku. Powtórzmy raz jeszcze:  
w tej ró norodno ci jest si a tego algorytmu – umiej tnie
wykorzystywany pozwala on ka demu dziecku na wybór 
w asnego bezpiecznego sposobu osi gni cia celu. Algorytm 
ten umo liwia indywidualny, ci g y rozwój ucznia i stopnio-
we doskonalenie stosowanych przez niego metod oblicze-
niowych – pozwala dziecku na uczenie si . Chroni tak e
uczniów przed znu eniem i zniech ceniem, b d cym cz stym 
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     – 60
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 888 : 6 
  – 600

  288 
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    48

 – 48
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   40     148 
    100
    888 : 6 
 – 600
    288 
  – 240
               48 
             – 48

0

Tu lepiej rozda
po 20, atwiej
b dzie odj !
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efektem mudnego i bezmy lnego powtarzania tych samych 
czynno ci9.

Poznawanie, tak e konkretnego algorytmu, to proces.
Pami tajmy, e algorytm mo e i powinien „rozwija  si ”
wraz z dzieckiem i e w przypadku ró nych dzieci mo e
rozwija  si  w ró ny sposób, a tak e w ró nym tempie.  

Nikomu nie sprawia trudno ci dodanie czy odj cie
w pami ci dwóch liczb dwucyfrowych, gdy dzia ania te nie 
wymagaj  przekraczania progów. K opoty zaczynaj  si
pojawia , gdy rosn  liczby czy komplikuj  si  dzia ania
i podczas oblicze  trzeba „przechowywa ” pewne wyniki 
cz stkowe w pami ci. Jak mo na w takiej sytuacji u atwi
sobie ycie?  

Wystarczy kartka papieru, na której mo emy zapisywa
efekty wykonywanych w pami ci operacji – rachowanie  
w pami ci staje si  naturalnym punktem wyj cia do narodzin 
kolejnych algorytmów dzia a  pisemnych.  

67 + 28 = ? 
Wi kszo  osób – zarówno dzieci, jak i doros ych – 

wykonuje tego typu dodawanie nast puj co:

60 i 20 to 80; 7 i 8 to 15; 80 i 15 to 95. 
Wykonywane sk adowe obliczenia mo na „dla pami -

ci” zapisa  (zachowuj c ich kolejno ) na kilka sposobów,  
w tym np. tak:  

W ten sposób otrzymali my jasny, czytelny i – co 
wi cej – zgodny z wcze niejszymi do wiadczeniami i dzia a-
niami dzieci, algorytm dodawania pisemnego.

W przypadku dwóch liczb o tej samej d ugo ci, czyli 
dwucyfrowych lub trzycyfrowych, naturalne jest wykony-
wanie dodawania w pami ci „od lewej do prawej”, czyli 
                                                

9Z. Semadeni (red.), Nauczanie pocz tkowe matematyki, t. 3, WSiP, Warszawa 1985. 

67
  + 28

   80
+ 15

95
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67
  + 28

   

      1
67

  + 28
   5

      1
67

  + 28
   95

najpierw dziesi tki, potem jedno ci lub najpierw setki, potem 
dziesi tki, na ko cu jednostki.

Jest to zreszt  rozs dna metoda – przy wszelkiego 
rodzaju szacowaniach decyduj cy wp yw na skal  wyniku ma 
w a nie rz d najwy szy. Wynika ona równie  z naturalnego 
kierunku czytania.

Co dzieje si , je li ucze  dodaje w pami ci liczby, 
zaczynaj c od strony prawej, czyli od jedno ci? Wówczas 
jego „s upek” mo e przyj  tak  posta :

i kolejna wersja algorytmu dodawania pisemnego gotowa. 

Oba zapisy s  w pe ni równoprawne, poniewa  dodawa-
nie jest przemienne – kolejno  sumowania liczb 15 i 80 nie 
ma wp ywu ani na wynik, ani na poziom trudno ci obli-
czenia.

Warto pami ta , e kolejno  „od prawej do lewej” 
staje si  istotna dopiero wówczas, gdy zaczynamy wprowa-
dza  umowy zwi zane ze skracaniem zapisu algorytmu i gdy 
pojawia si  owo pami tne „jeden w pami ci”. Najlepiej by o-
by, gdyby ucze  sam tej konieczno ci do wiadczy .

Nie jest równie  wykluczone, e dziecko, operuj c
woreczkami i etonami (por. s. 18), pakuj c w miar  potrze-
by woreczek i zapisuj c najpierw w tabelce, a potem w „s up-
ku” efekty swoich poczyna , samo ju  dosz o do typowego 
algorytmu pisemnego dodawania:  

Maj c 15 etonów, warto z 10 z nich zrobi  jeszcze 
jeden woreczek. Pozostaje 5 etonów, a liczba woreczków 
ro nie o 1. 

A je li ucze  dodaje w pami ci w jeszcze inny sposób? 
To mo e zaskoczy nas i zbuduje w asny algorytm albo 
zaakceptuje który  z przytoczonych wy ej – stanie si  tak na 
pewno, o ile tylko pozwol  mu one szybciej i pro ciej, ni
inne stosowane sposoby, osi ga  wynik.

67
  + 28
   15

+ 80
95
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Przyjrzyjmy si  jeszcze jednemu przyk adowi.

378 + 564 = ? 

Mamy tu ponownie do czynienia z trzema wersjami 
tego samego algorytmu. Do zrozumienia dwóch pierwszych 
nie s  potrzebne adne dodatkowe umowy i konwencje – na 
ka dym kroku robi si , mówi i pisze to samo. Trzeci zapis 
powstaje z drugiego, dzi ki innej formie zapisywania 
wyników cz stkowych – zrobimy to tak, aby wynik da  si
zapisa  w jednej linii. Trzy obliczenia ró ni ce si  przede 
wszystkim zapisem, ale w efekcie – tak e z o ono ci
i poziomem wprowadzanego formalizmu. 

Je li chcemy, eby dzieci rozumia y wykonywane ope-
racje i zapisywane symbole, to stwórzmy im warunki do 
zbudowania jednej z d u szych wersji tego algorytmu. 
Kolejnym krokiem mo e by  poszukiwanie i wspólne wpro-
wadzanie uproszcze  – du o atwiej je zrozumie , je li
najpierw zrozumie si  rzeczywisty sens wykonywanych 
czynno ci.

Mno enie w wielu elementach jest bardzo podobne do 
dodawania, trudno zreszt , eby by o inaczej, w ko cu to 
„skrócone” dodawanie. Wida  to np. przy okazji mno enia
w pami ci:

24 x 8 = ? 

Wi kszo  dzieci i doros ych, licz c w pami ci zaczyna 
w naturalny sposób od mno enia du ych liczb:

20 razy 8 to 160, 4 razy 8 to 32, 160 i 32 to 192. 

378
  + 564

   800
130

+    12
942

378
  + 564
   12

130
+    800

942

                 1  1

378
  + 564

   942
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Zdecydowanie mniejsza liczba osób odwraca t  kolej-
no , zaczynaj c od strony prawej, czyli jedno ci:

4 razy 8 to 32, 20 razy 8 to 160, 160 i 32 to 192. 

Nie oznacza to wcale, e dzieci wykonuj ce w ten 
sposób mno enie w pami ci, wiadomie odwo uj  si  do 
rozdzielno ci mno enia wzgl dem dodawania. Ta nazwa jest 
im zupe nie obca i do niczego nie potrzebna. Ta w asno
tkwi w wykorzystywanych w procesie edukacyjnym sytu-
acjach oraz modelach i jest dla dzieci naturaln  cech
mno enia – cech , któr  poznaj  równocze nie z samym 
dzia aniem. 

I znowu, u atwiaj c sobie liczenie, zapiszmy uzyskiwa-
ne w trakcie oblicze  wyniki, zachowuj c kolejno
wykonywanych operacji, np. w taki sposób:

Dwa naturalne i zrozumia e dla uczniów algorytmy 
mno enia pisemnego gotowe – tak, jak w przypadku doda-
wania (por. s. 63).

I – identycznie jak dla dodawania – zapis u ywany na 
co dzie  w polskich szko ach powstaje z drugiego zapisu  
(z przedstawionych powy ej), dzi ki innej formie zapisy-
wania wyników cz stkowych – zrobimy to tak, aby wszystko 
da o si  zapisa  w jednej linii:

Znowu trzy wersje tego samego algorytmu. 

Z mno eniem jest przynajmniej w jednej kwestii atwiej
ni  z dodawaniem – nie ma innych powszechnie stosowanych 
ogólnych strategii mno enia w pami ci, ni  te dwie powy ej.

Mówimy tu o ogólnych strategiach, a nie o ró nych
szczególnych przypadkach, w których mo na sobie sprytnie 
u atwi ycie, np. 

37 × 9 = 370 – 37 = 333; 49 × 6 = 300 – 6 = 294 itp. 

24
  x   8

   32
+  160

192

24
  x   8

   160
+  32

192

                     3

24
   x   8

192
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A jak b dzie w przypadku wi kszych liczb? Sprawd my. 

354 × 8 = ? 

Ponownie dwa pierwsze sposoby zapisu oblicze  nie 
si gaj  po dodatkowe skróty, umowy czy symbole. Wyko-
nuj c w ten sposób obliczenia, mówimy, zapisujemy i robimy 
dok adnie to samo:  

300 razy 8 to 2400, 50 razy 8 to 400, 4 razy 8 to 32, ... 

Inaczej jest w trzecim przypadku – tu wpadamy w j zykow
pu apk  trudnych dla dziecka do zrozumienia uproszcze . Na 
ogó  brzmi to tak: 

4 razy 8, to 32, 2, 3 dalej;

5 razy 8 to 40, i 3 to 43, 3, 4 dalej;

3 razy 8, to 24, i 4 to 28
Tylko pierwsza z tych wypowiedzi jest dos owna – 

opisujemy w niej rzeczywi cie to, co robimy. Ka da nast pna
jest ju  pewnym szyfrem, kierowanym do wtajemniczonych. 

Wró my do obu d u szych zapisów. Tym razem,  
z punktu widzenia dziecka, nie musz  one by  w pe ni
równoprawne. Ró nica ujawnia si  dla wi kszych liczb na 
etapie zapisywania iloczynów cz stkowych: pro ciej jest 
zapisywa  je w kolejno ci od najmniejszego do najwi k-
szego, czyli tak, jak w zapisie rodkowym, bo nie powstaje 
trudno  znalezienia w a ciwego miejsca dla pierwszej 
zapisywanej cyfry.

Mo e warto wi c, aby rozwój umiej tno ci mno enia
pisemnego uczniów przebiega  w trzech kolejnych krokach 
odpowiadaj cych trzem powy szym wersjom algorytmu? 

354
  x       8

  2400
400

+      32
2832

354
  x       8

  32
400

+ 2400
2832

                 4  3

354
  x       8

  2832
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67
   –  28

   2
+  37

39

do 30
do 67

67
   –  28

   2
30

+  7
39

do 30
do 60
do 67

67
   –  28

   2
+  37

39

Powtórzmy ju  po raz ostatni: dobry algorytm dzia ania
pisemnego to taki, który powstaje jako zapis i naturalna
kontynuacja sposobu wykonywania przez dziecko oblicze
w pami ci czy innej formy jego dzia ania. Dzi ki temu 
algorytm ci le wi e si  z wcze niejszymi do wiadczeniami 
i wiedz  ucznia, co umo liwia oraz u atwia jego zrozumienie, 
a tak e pozwala m.in. na utrwalenie za pomoc  mniejszej 
liczby powtórze .

Podobnie jak przy dodawaniu, tak e przy odejmowaniu 
pisemnym ogromnie u ytecznym narz dziem mog  okaza
si  woreczki i etony czy inne pomoce, pokazuj ce struktur
systemu dziesi tnego. Dziecko, operuj c woreczkami i eto-
nami w kontek cie zabierania pewnej ich ilo ci (por. s. 19) 
oraz zapisuj c wykonywane kolejno czynno ci i ich efekty, 
znowu np. najpierw w tabelce, a potem w „zwyk ym s upku”,
mo e stopniowo samo doj  do typowego algorytmu pisem-
nego odejmowania:  

Gdy mamy 7 etonów, a nale y zabra  ich 8, to trzeba 
rozpakowa  jeden woreczek. Mamy wtedy przed sob  5 wo-
reczków i 17 etonów – mo emy ju  zabiera . „Rozpakowy-
wanie woreczka” mo e by  czynno ciowym pierwowzorem 
operacji „rozmieniania” przy odejmowaniu pisemnym, mo e
nada  jej realistyczny, zrozumia y dla ucznia, sens.

Je li zach cali my uczniów do budowania w asnych
strategii odejmowania w pami ci, to jest bardzo prawdopo-
dobne, e cz  z nich zacz a „odejmowa  przez dope -
nianie”. Je li tak si  sta o, to spróbujmy zacz  zapisywa
kolejne kroki tej procedury w jaki  uporz dkowany i czytelny 
sposób, np. tak, jak w jednym z przyk adów poni ej:

      

67
  – 28

   

      5 17

67
  – 28

   

      5 17

67
  – 28

39
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1306
   – 428

   2
70

500
+ 306

878

do 430
do 500

do 1000
do 1306

655
  –  478
   22

+  155
177

do 500
do 655

631
   –  84
   16

500
+  31
547

do 100
do 600
do 631

Badali my ju  mo liwo ci tej strategii (por. s. 43). 
Wykorzystanie jej jako podstawy do zbudowania algorytmu 
pisemnego odejmowania znacznie jeszcze je zwi ksza:

Zapis „w s upku” ogromnie u atwia wykonywanie prostych 
odejmowa  bez „rozmieniania”. W czytelny sposób porz d-
kuje on operacje sk adowe. Nie ma prostszej metody wyko-
nania odejmowania tego typu:  

Algorytm odejmowania przez dope nianie bardzo dobrze 
funkcjonuje tam, gdzie klasyczny algorytm staje si  bardzo 
trudny – w dzia aniach, w których kilka razy po kolei trzeba 
„rozmienia ”. Skomplikowane odejmowanie zamienia on na 
banalnie proste dodawanie: 

Dwa algorytmy – ka dy doskonale zdaj cy egzamin w przy-
padku innego typu oblicze .

K opot czy okazja? Na przyk ad do rozwijania umie-
j tno ci dobierania metody post powania do konkretnej sytu-
acji, czyli do inteligentnego stosowania posiadanej wiedzy.

4859
 –  3607

  1252

2103
  –  1487

   13
 500

+      103
616

do 1500
do 2000
do 2103

1   10  9 13

2103
  –  1487
   616
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Wi kszo  nauczycieli, nie tylko klas 1–3, uwa a, e
algorytmy dzia a  pisemnych s  jedn  z najbardziej u ytecz-
nych w yciu codziennym umiej tno ci, dostarczanych przez 
matematyk . Czy rzeczywi cie? Spróbujmy odpowiedzie  na 
dwa pytania:

Kiedy ostatnio w yciu codziennym (czyli nie nau-
czaj c!) dzielili my pisemnie np. liczb  pi ciocyfrow
przez trzycyfrow , albo mno yli my pisemnie liczb
czterocyfrow  przez trzycyfrow ?
Ile razy w ci gu ostatniego roku korzystali my z tych 
umiej tno ci?
Wspó cze nie z umiej tno ci tych korzysta si  poza 

szko  sporadycznie, poniewa  tylko z rzadka jest okazja do 
ich zastosowania.

Jak na ironi , najpotrzebniejsz  w yciu codziennym 
umiej tno ci  rachunkow  jest szacowanie – najcz ciej nie 
interesuje nas dok adny wynik, lecz skala jego wielko ci.
Akurat na t  umiej tno  w szkole nie k adzie si  du ego
nacisku, a szkoda, poniewa  pomog aby np. zmniejszy
liczb  „g upich” b dów nie tylko podczas oblicze  na kalku-
latorze, ale tak e w trakcie oblicze  pisemnych. Przed przy-
st pieniem do oblicze  wystarczy oby oceni , jakiej mniej 
wi cej wielko ci powinien by  wynik:

2103 – 1487 to mniej wi cej 600. 
Je li wynik ko cowy znacz co odbiega od naszych 

przewidywa , to trzeba poszuka  przyczyny – by  mo e
zamiast odj  liczby dodali my je.  

 Je li ju  rzeczywi cie mamy „prywatnie” wykona
jakie  obliczenia na du ych liczbach, to prawdopodobnie 
si gamy po kalkulator, a je li nie ma go akurat pod r k , to 
albo liczymy pisemnie, albo... odk adamy to na pó niej.

Do czego w ogóle potrzebna jest nam umiej tno
wykonywania oblicze ?
Jest potrzebna do rozwi zywania ró nych zada  czy 

problemów, tak e dnia codziennego. Naszym celem jest 
rozwi zanie zadania, a wykonanie oblicze  to jeden z kroków 
pozwalaj cych ten cel zrealizowa . Wybrana metoda wyko-
nania oblicze  jest narz dziem, które umo liwia zrobienie 
tego kroku – takim samym jak linijka, miarka stolarska czy 
centymetr przy mierzeniu d ugo ci i szeroko ci pokoju, gdy 
chcemy kupi  do niego wyk adzin .

W tej ostatniej sytuacji celem jest kupienie odpo-
wiedniej ilo ci wyk adziny, musimy wi c zmierzy  pokój.  
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A podstawowym kryterium wyboru narz dzia do mierzenia 
jest wygoda jego u ycia!

Algorytmy dzia a  pisemnych s  narz dziem, które 
umo liwia bezpieczne otrzymanie wyniku wykonywanych 
operacji podczas rozwi zywania zadania czy problemu. Do-
k adnie t  sam  funkcj  pe ni (dla mniejszych liczb) liczenie 
w pami ci czy liczenie za pomoc  kalkulatora.

Mo e przy obliczeniach tak e wybieraj c narz dzie
warto kierowa  si  wygod  jego u ycia?  

Czy zatem w ogóle warto zajmowa  si  algorytmami 
dzia a  pisemnych? 
Tu najcz ciej padaj cy argument brzmi tak: warto, bo 

musimy by  niezale ni od jaki  tam urz dze  licz cych.
Owszem, lepiej by by o, ale rzeczywisty powód znaczenia 
algorytmów dzia a  pisemnych dzi  wi e si  chyba jednak  
z czym  innym.  

Przez ostatnie dwadzie cia lat ycie w sposób prawie 
dla nas niezauwa alny przenios o punkt ci ko ci wa no ci
algorytmów dzia a  pisemnych ze s owa „dzia a ” na s owo
„algorytm”.  

W naszym codziennym yciu ma o jest dzi  okazji do 
pisemnego rachowania, ale z roku na rok ro nie liczba 
napotykanych przez nas algorytmów. Programowanie pralki, 
kuchenki mikrofalowej czy magnetowidu, dostrajanie tele-
wizora czy zapami tywanie w radiu wybranych stacji, 
wprowadzanie numerów do pami ci telefonu czy wysy anie
SMS-ów, wyp acanie pieni dzy z bankomatu czy wype nia-
nie zeznania podatkowego, wys anie listu poczt  elektronicz-
n  czy wydrukowanie dokumentu na drukarce – wszystkie te 
czynno ci maj  charakter algorytmiczny. Musimy uczy  si
rozumie  i stosowa  algorytmy, powinni my równie  opano-
wa  sztuk  ich tworzenia i modyfikowania. W szkole nie 
mamy do tego zbyt wielu okazji. Jedn  z najlepszych s
w a nie algorytmy dzia a  pisemnych. 

Je li stwarzamy warunki do wspólnego budowania ró -
nych strategii liczenia w pami ci, to naturaln  kontynuacj
jest zapisywanie tych oblicze  w uporz dkowany sposób –  
i tak dzieci mog  konstruowa  w asne algorytmy dzia a
pisemnych. Badania i praktyka pokazuj , e jest to pod 
ka dym wzgl dem efektywniejsze od prezentowania ich 
przez nauczyciela. Dzieci bowiem nie tylko buduj  w ten 
sposób swoj  wiedz  o algorytmach, ale tak e przekonuj  si
o u yteczno ci j zyka symbolicznego, wspó tworz  u ytecz-
ne narz dzia matematyczne – ucz  si  modelowa  i ma-
tematyzowa . Przyczynia si  to równie  do rozwoju ich 
umiej tno ci uczenia si .
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Od pewnego czasu na wiecie du o mówi si  o alfabe-
tyzmie matematycznym uczniów (por. s. 141), czyli ich 
zdolno ci do stosowania posiadanej wiedzy i umiej tno ci
w ró nych sytuacjach, w tym tak e o charakterze yciowym. 
Badania pokazuj , e polskie dzieci nie wypadaj  tu dobrze,  
a ich zaradno  matematyczna na ka dym etapie kszta cenia
jest znikoma.  

Mo na j  rozwija  nawet przy okazji tak ma o
efektownych rzeczy, jak algorytmy dzia a  pisemnych.  
W tym celu trzeba jednak konsekwentnie stwarza  uczniom 
warunki do zaanga owania intelektualnego, do aktywno ci
poznawczej zwi zanej z konstruowaniem swojej wiedzy  
i wiadomym stosowaniem posiadanych umiej tno ci.
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ROZWI ZYWANIE ZADA  TEKSTOWYCH

Umiej tno  rozwi zywania zada  tekstowych jest jed-
n  z podstawowych i najwa niejszych umiej tno ci pojawia-
j cych si  w procesie matematycznego kszta cenia, zw aszcza
w szkole podstawowej. Inne rozwijane przez tych sze  lat 
umiej tno ci: liczenia w pami ci oraz pisemnie, dokonywa-
nia pomiarów i operowania wyra eniami dwumianowanymi, 
operowania liczbami dziesi tnymi czy rozwi zywania rów-
na  maj  charakter us ugowy w a nie w stosunku do rozwi -
zywania zada  tekstowych. S  one narz dziami, których 
opanowanie u atwia, czy wr cz umo liwia, sprawne i inteli-
gentne radzenie sobie z ró norodnymi zadaniami, stawianymi 
przed nami tak e przez nasze codzienne ycie.

W trakcie badania uczniowie rozwi zywali sze  zada
tekstowych o zró nicowanym stopniu trudno ci i wzajemnie 
dope niaj cej si  strukturze: 

A

B

C

D

E

F

Zadanie A to typowe zadanie proste (jednodzia anio-
we), dotycz ce porównywania ró nicowego. Jest to jedna  
z najprostszych i najbardziej podstawowych kategorii zada ,
z jak  stykaj  si  uczniowie podczas I etapu kszta cenia, a dla 
uczniów klasy trzeciej by  mo e nawet najprostsza. Z ca
pewno ci  w procesie kszta cenia ka dy ucze  rozwi zywa
wiele zada  o dok adnie takiej strukturze, ró ni cych si  co 
najwy ej zakresem wyst puj cych w nich liczb.
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Zadanie B to zadanie proste z nadmiarem danych – 
jedna z informacji podanych w zadaniu jest niepotrzebna do 
jego rozwi zania. Po jej pomini ciu zadanie staje si
identyczne z zadaniem A. Podobnie jak poprzednio, w celu 
jego rozwi zania trzeba wykona  jedn  prost  operacj
arytmetyczn .

Te dwa zadania mia y pomóc ustali , na ile wprowa-
dzenie dodatkowej informacji do zadania zaburzy uczniom 
proces rozwi zywania.

Zadanie C to z kolei najbardziej typowe dla klas 1–3 
zadanie z o one, równie  nawi zuj ce do porównywania 
ró nicowego. Tak e i ten typ zada  na pewno by
wielokrotnie rozwi zywany przez uczniów w trakcie nauki. 
Pojawia si  on tak e w wi kszo ci „testów kompetencji” 
wykorzystywanych w I etapie kszta cenia.

Jego uzupe nienie to zadanie D, które jest zadaniem 
z o onym z nadmiarem danych – tak e i tu jedna z danych 
nie jest potrzebna do znalezienia odpowiedzi na postawione 
pytanie.

Zadanie E jest zadaniem z o onym, w którym „ukryte” 
s  informacje potrzebne do jego rozwi zania. Mo na je 
rozwi za  na wiele sposobów, wykorzystuj c do  ró no-
rodne narz dzia arytmetyczne. Tego typu zadania, dotycz ce
„proporcjonalno ci”, rzadziej pojawiaj  si  w procesie rozwi-
jania umiej tno ci matematycznych w klasach 1–3, a szkoda, 
bo s  doskona  okazj  do stosowania przez uczniów posia-
danej wiedzy.

Zadanie F jest strukturalnie trudniejsze – reprezentuje 
typ zada , który w polskiej szkole tradycyjnie rozwi zywany
jest za pomoc  uk adu dwóch równa  z dwiema niewiado-
mymi, czyli aktualnie na poziomie gimnazjum. Tymczasem 
daje si  ono rozwi za  zupe nie elementarnymi narz dziami, 
posiadanymi przez ka dego ucznia klasy 3. Kontekst sytua-
cyjny zadania i dane zosta y tak dobrane, aby mo na je by o
rozwi za  praktycznie w pami ci. Tego typu zadania nie 
pojawiaj  si  w klasach 1–3 – zadanie to bada wi c, jak ucz-
niowie poradz  sobie w sytuacji dla nich nietypowej.  

W procesie sprawdzania zada  przyj to zasad , e o po-
prawno ci rozwi zania decyduje jedynie zastosowanie przez 
ucznia dowolnej poprawnej metody post powania. Rozwi -
zania z usterkami rachunkowymi by y zatem w zbiorczym 
zestawieniu uznawane za poprawne.
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Poni szy diagram prezentuje procent poprawnych roz-
wi za  dla ka dego z tych zada :

Diagram 11. Rozwi zywanie zada  tekstowych – procent poprawnych rozwi za .

Zadanie A (typowe zadanie proste) rozwi za o popraw-
nie 86,0% dzieci, w tym 2,5% z b dami rachunkowymi. 
Oznacza to, e 14,0% uczniów nie poradzi o sobie z jed- 
nym z najprostszych mo liwych zada  tekstowych. Du o czy 
ma o?  

Zadanie B (zadanie proste z nadmiarem danych) wy-
pad o zdecydowanie gorzej – rozwi za o je poprawnie 52,4% 
uczniów (w tym b dy rachunkowe: 4,0%), czyli niewiele 
ponad po owa dzieci. Zb dna informacja podana w tym 
zadaniu pogorszy a jego wynik w porównaniu z zadaniem A
a  o 33,6%.

W zadaniu C (typowym zadaniu z o onym) 63,4% 
uczniów zastosowa o dobr  metod  post powania, w tym 
5,0% z usterkami rachunkowymi.  

Z zadaniem D poradzi o sobie 59,3% dzieci (7,0%  
z b dami rachunkowymi). Zwraca uwag  niewielka ró nica
poziomów poprawnych rozwi za  zada  z o onych C i D – 
tylko 4,1%. Jak wida , wprowadzenie zb dnej informacji 
w zadaniu z o onym sprawi o znacznie mniej zamieszania 
ni  analogiczny zabieg dla zada  prostych.

Dwa pozosta e zadania wypad y ju  zdecydowanie 
gorzej. Zadanie E rozwi za o poprawnie jedynie 25,5% 
uczniów, czyli mniej wi cej ¼ uczestników badania. Z za-
daniem F poradzi o sobie 20,3% dzieci, czyli mniej wi cej co 
pi ty ucze . A  11,5% uczniów nie podj o nawet próby 
rozwi zania zadania F. B dy rachunkowe w tych zadaniach 
wynios y poni ej jednego procenta. 
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A

Poni szy diagram przedstawia rozk ad liczby popraw-
nie rozwi zanych przez ucznia zada  tekstowych:

Diagram 12. Rozwi zywanie zada  tekstowych – procent poprawnie rozwi zanych zada .

Wszystkie zadania rozwi za o poprawnie 8,6% ucz-
niów. Prawie tyle samo dzieci, bo 6,7%, nie zrobi o dobrze 
adnego z nich. Najcz ciej uczniowie rozwi zywali cztery 

zadania (21,2%) albo tylko jedno (18,8%).

Przyjrzyjmy si  bardziej i mniej typowym rozwi za-
niom uczniów, zaczynaj c od zadania A:

W przypadku tego zadania, zgodnie z oczekiwaniami, 
najcz ciej pope nianym b dem (8,8% wszystkich uczniów) 
by o pomylenie porównywania ró nicowego z ilorazowym, 
i w efekcie pomno enie podanych w zadaniu liczb, zamiast 
ich dodania (1, 2). Nie przeszkodzi o w tym nawet samo-
dzielne, poprawne zakodowanie tre ci zadania (1), które 
powinno sugerowa  dobre jej zrozumienie.  

.
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Inne b dy, np. wykonanie kilku kolejnych operacji, 
najcz ciej mno enia i dodawania (3), czy podzielenie poda-
nych w zadaniu liczb (4, 5), pojawia y si  rzadziej. 

Czym móg  kierowa  si  ucze , który wykona  popraw-
nie dzielenie z reszt  i poda  w odpowiedzi, e Ela zebra a 6 
kasztanów i reszty 1? 

W rozwi zaniach nawet tego typowego zadania zacz y
pojawia  si  ró ne „indywidualne” notacje: niektóre nie-
szcz liwe (6), niektóre absolutnie neutralne (7), a niektóre 
rzeczywi cie u yteczne (8) i w efekcie konsekwentnie przez 
autora stosowane tak e przy okazji innych zada  (9).

Niektórzy uczniowie podejmowali (chyba) prób
„sprawdzenia” swojego rozwi zania. Nie upewniali si  jed-
nak, czy otrzymany wynik spe nia warunki zadania – na 
czym powinno polega  takie sprawdzenie, ale ograniczali si
do sprawdzenia poprawno ci wykonanego obliczenia (10, 
11). Zreszt  i tak cz sto traktowali t  czynno  w sposób 
czysto „formalny” – sprawdzenie musi potwierdzi  to, co 
sprawdza i ju  (11). To samo zjawisko wyst pi o tak e przy 
obliczeniach pisemnych (por. s. 57).  

3. 4. 5. 

6. 7. 8. 9.

10. 11.
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B

Wprowadzenie do zadania B dodatkowej informacji nie 
tylko znacznie pogorszy o jego wyniki, ale tak e zwi kszy o
ró norodno  pope nianych przez uczniów b dów:

Znów nasuwa si  pytanie o tok rozumowania autorów 
niektórych z tych rozwi za . Najbardziej popularn  „metod ”
rozwi zania okaza o si  obliczenie: 50 + 9 – 16 = 43. 
Tak w a nie post pi a ponad ¼ uczniów (28,2%).

Cz  dzieci nie potrafi a zdecydowa  si , który z otrzyma-
nych wyników jest tym w a ciwym, wi c ca kowicie lub 
cz ciowo (8) rezygnowa a z podania odpowiedzi.

1.

3.

2.

4.

6. 7. 

5.

8.
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Inni – i by a to ca kiem liczna grupa uczniów – tak e
wykonywali wi cej oblicze  ni  potrzeba, ale podawana 
odpowied  rozstrzyga a na ich korzy  w tpliwo ci co do po-
prawno ci rozwi zania (9–11):

Wi kszo  b dów w przypadku tego bardzo typowego 
zadania z o onego wynika a z potraktowania go jak zadania 
prostego, do rozwi zania którego wystarczy jedno obliczenie. 
Co czwarty ucze  (25,7%) swoje rozwi zanie ograniczy  do 
wykonania odejmowania: 156 – 24, czyli do znalezienia 
liczby miejsc w drugiej sali, najcz ciej odpowiednie 
obliczenie wykonuj c pisemnie (1). Podobnie jak w innych 
zadaniach, tak e i tu uczniowie niekiedy sprawdzali 
poprawno  wykonanych oblicze  (2), nie maj c pewnie 
wiadomo ci, e ze sprawdzeniem, czy metoda rozwi zania

jest sensowna nie ma to nic wspólnego. Niektórzy w miejsce 
odejmowania wstawiali dodawanie (3). 

Jak na typowe, i na pewno starannie prze wiczone w procesie 
kszta cenia zadanie, lista kategorii b dów pope nianych
przez uczniów jest do  krótka. Cz  z nich to efekt b d-
nego ustalenia, w której sali jest mniej, a w której wi cej
miejsc (5, 6). 

11.

10.9.

C

1. 3.2.

4. 5.
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Niektóre b dy (6, 7) s  by  mo e efektem podj cia
próby sprytnego rozwi zania zadania. Gdyby w rozwi za-
niu 6 ucze  pomno y  i odj , otrzyma by bardzo oryginalne 
rozwi zanie. W rozwi zaniu 7 trzeba by na koniec doda
jeszcze 24.

Poprawne rozwi zania równie  s  ma o urozmaicone. 
Zwraca uwag  to, e uczniowie bardzo cz sto si gaj  po 
algorytmy dzia a  pisemnych – i to nawet w takiej sytuacji 
jak ta, gdy ani w dodawaniu, ani w odejmowaniu nie ma 
adnego przekraczania progów (8). Jak zawsze, cz  roz-

wi za , zw aszcza tych, w których uczniowie wykonuj
obliczenia w pami ci, zawiera typowe „skróty my lowe” (9). 

I znowu, podobnie jak przy zadaniach prostych, wpro-
wadzenie zb dnej informacji ogromnie wzbogaca liczb
ró nych typów rozumowa  dzieci – zw aszcza tych b dnych.
Uczniowie dodaj , mno , nawet odejmuj , otrzymuj c spor
rozpi to  wyników: od 0 do 276.

W niektórych z tych rozwi za  jest „ lad” racjona-
lizmu: w 1 ucze  wzi  po ow  opakowa , w 2 cztery rednie
i jedno du e, w 3 te  pocz tek oblicze  jest dobry, a w 4 
dziecko niepotrzebnie zwi kszy o wynik o 4.

6. 7.

8.

9.

D

1. 3.2.

4.
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6.5. 7.

W innych (np. 5, 6, 7) autorzy ongluj  liczbami 
podanymi w zadaniu w oderwaniu od tre ci zadania i w nie-
których przypadkach (np. 6) bez ladu krytycyzmu. 

W ród b dnych rozwi za  dominuj  obliczenia typu 2 
oraz 5 – cznie rozumowa o w ten sposób ponad 21% 
uczniów, czyli tego typu b d pope nia  mniej wi cej co pi ty
ucze .

Ponownie pojawiaj  si  próby sprawdze  i, tak jak po-
przednio, nie chroni  one uczniów przed b dnymi rozwi za-
niami zadania (8, 9):   

W niektórych rozwi zaniach mo na znale  próby 
stosowania ogólniejszych strategii post powania: podkre la-
nia danych w zadaniu (10) czy wypisania danych (11), ale  
– jak wida  – nie przynosz  one spodziewanego skutku. 
Zwracaj  uwag  powtarzaj ce si  b dy, wynikaj ce ze z ego
zastosowania algorytmu pisemnego dodawania (11, 12).  
W tym drugim przypadku mo e to by  efekt „zaburzaj cego”
dzia ania algorytmu mno enia: 8 i 12 dodane w pami ci to 
20, natomiast pisemnie to 100.  

Cz  uczniów (6,2%) nie mog a si  zdecydowa , co 
zrobi  z obliczonymi liczbami jajek w rednich i du ych opa-
kowaniach:

9.8.

13.

10.

11. 12.

14.
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W ród poprawnych rozwi za  dominowa a wersja z trzema 
kolejnymi obliczeniami (1), sporadycznie tylko uzupe niona,
np. rysunkiem. Nieco rzadziej pojawia  si  zapis rozwi zania
w jednym obliczeniu (2, 3), tak e bardzo rzadko wzbogacony 
jakim  elementem. Inne rozwi zania, np. takie, jak 4, zdarza-
y si  pojedynczo.

Tylko 0,5% uczniów, czyli 13 spo ród prawie 2500, za-
uwa y o, e obliczenia w zadaniu mo na sobie upro ci ,
zapisuj c je jako (8 + 12) × 4, ale dwóch z nich skorzysta o
z rozdzielno ci mno enia wzgl dem dodawania i ponownie 
utrudni o sobie ycie (por. 7):

To, na pozór gro nie wygl daj ce, zadanie daje si  roz-
wi za  za pomoc  elementarnych rodków – cz  uczniów 
to zauwa y a i z sukcesem wykorzysta a:

1.

2.

3. 4.

5. 6.

7.

E

1. 3.2.
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Jak wida , wystarczy tylko rozs dnie skorzysta  z po-
danych w zadaniu danych, a rozwi zanie „samo wyjdzie” i to 
z pomoc  prostego dodawania (1–3) czy prostego mno enia
(4, 5). 

Niekiedy tylko pocz tek rozwi zania by  zapisywany – 
reszta oblicze  odbywa a si  w pami ci:

Na szcz cie, na ko cu zawsze by a podawana w a ci-
wa konkluzja: 

Jak zawsze, dzieci tworzy y swoje lokalne, „dynamicz-
ne” notacje, niekiedy do  skomplikowane (np. 11): 

4.

5.

6. 7.

8. 9.

9.

11.10.
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By y te  oczywi cie rozwi zania bardziej konwencjo-
nalne, w których ca o  rozumowania zapisano symbolicznie: 

W 21,5% wszystkich rozwi za  podane w zadaniu 
wielko ci: 15 minut, 10 stron by y (w kolejno ci cz sto ci
wyst pie ): mno one (1), dodawane (2, 3), odejmowane (4) 
albo dzielone (5). Uczniom nie przeszkadza o to, e do minut 
dodaj  strony albo mno  minuty i strony przez siebie – i tak 
wynik podawany w odpowiedzi zawsze dotyczy  stron.

Mniej wi cej co pi ty ucze  skupi  si  nie na tre ci
zadania, lecz na podanych w nim w jawny sposób dwóch 
liczbach i próbowa  dopasowa  czy „trafi ” we w a ciwe
dzia anie. Ta „strategia” jest, jak wida , do  rozpowsze-
chniona.

Niektórzy uczniowie starali si  uwzgl dni  w swoim 
rozwi zaniu czas, przez jaki Ania mia a czyta  ksi k , czyli 
pó torej godziny (rzadziej pó  godziny). Pó torej godziny to 
czasami 130 minut (11, 12), a w kilku przypadkach 150 
minut – przez analogi  z innymi jednostkami. 

12. 13.

14.

16.

15.

1.

3.

2.

4. 5.

6. 7.

8. 9.
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1. 2.

3.

Tak e i w ród rozwi za  tego typu wida  wyra ne
przyk ady wspomnianej wy ej „strategii”: z dodawania lub 
odejmowania minut wychodz  strony (7, 8), do stron dodaje 
si  minuty (6, 13) itd. Tego typu rozumowania s  kolejnym 
przyk adem pojawienia si zdegenerowanego formalizmu
(por. s. 30) ju  na I etapie kszta cenia.

Wi kszo  poprawnych rozwi za  tego zadania by a
efektem porównania obu zakupów: za drugim razem kupiono 
o jedn  czekolad  mniej. Reszta to prosta konsekwencja tej 
obserwacji:

Cen  batonu mo na obliczy  zarówno korzystaj c z pierw-
szych zakupów (1, 2), jak i z drugich (3). W ten sposób 
rozumowa o cznie 14,3% uczniów.

Warto zwróci  uwag  na rozwi zanie 4 – jego autor 
sprawdza otrzymane wyniki z jednym z warunków zadania. 
Wprawdzie z tym samym, z którego korzysta  wcze niej, ale  
i tak jest to du y krok w stron  rzeczywistego sprawdzenia 
poprawno ci rozwi zania zadania tekstowego. 

F

4.

10. 14.

13.

12.11.
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9.

Niektórzy uczniowie zacz li od zrobienia rysunku, i to 
wystarczy o, eby szybko doj  do rozwi zania:

Ciekawych rozwi za  by o zreszt  wi cej:

Autor rozwi zania 7 u o y , po czym rozwi za , praw-
dziwy uk ad dwóch równa  z dwiema niewiadomymi: 
czekolada i baton. Bardzo oryginalnie rozumowa  inny  
ucze  (8), który po prostu „eliminowa ” z zakupów kolejne 
czekolady.

Niekiedy zadanie by o rozwi zywane w pami ci, a na 
te cie, poza poprawn  odpowiedzi , pojawia o si  tylko 
sprawdzenie.

Znaczna cz  uczniów (31,7%) rozpocz a proces roz-
wi zywania obiecuj co: ustalaj c cen  jednej czekolady lub 
zestawu czekolada i baton, a czasem nawet obu tych rzeczy 
(2), po czym nie posun a si  dalej. By  mo e nie u wia-
domili sobie oni sensu otrzymanego wyniku albo zabrak o
wiary we w asne si y.

5. 6.

7.

8.

2.1.
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Inni (3–9) wykonywali ró ne dzia ania na liczbach z zadania, 
dodaj c je wszystkie (3), albo tylko niektóre z nich (4, 5),  
a tak e mno c (6), dziel c z reszt  (7) czy cz c ró ne
dzia ania (8, 9):

By  mo e liczyli na ut szcz cia albo nie odbiega o to 
od ich dzia a  przy rozwi zywaniu zada  tekstowych na  
co dzie . Obecno  tej „strategii” wida  w rozwi zaniach
wszystkich zada  tekstowych wykorzystanych w badaniach. 

4.3.

6.

5.

8.

9.

7.
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1) Nale y d y  do tego, aby ucze  jak najwcze niej
zacz  rozwi zywa  zadania tekstowe, zapisuj c i wykonuj c
odpowiednie obliczenie.

Zadanie tekstowe to historyjka zako czona jednym lub 
kilkoma pytaniami. Im jest ona bli sza do wiadczeniom 
dziecka, im ci lej nawi zuje do jego intuicji i stosowanego 
na co dzie  j zyka, czyli – im jest bardziej realistyczna  
z punktu widzenia ucznia, tym znalezienie odpowiedzi na 
postawione pytanie jest prostsze.

 Do wiadczenia dziecka rozpoczynaj cego nauk  szkoln
bazuj  przede wszystkim na jego dzia aniach, w mniejszym 
stopniu na reprezentacji ikonicznej, a zupe nie sporadycznie 
maj  charakter symboliczny. Dlatego te  zadanie teksto- 
we, zw aszcza realistyczne, uruchamia przede wszystkim 
dzia ania ucznia – najbardziej naturalnym sposobem jego 
rozwi zania jest odtworzenie sytuacji z zadania.

Przyjmijmy, e ucze  ma rozwi za  na przyk ad nast -
puj ce zadanie: 

Na stole stoj  dwa talerze. Na jednym le y 8 jab ek, a na 
drugim 5. Ile jest cznie jab ek na tych talerzach? 

Najbardziej naturalnym sposobem znalezienia odpowie-
dzi na to pytanie jest ustawienie na stole dwóch talerzy, 
u o enie na nich odpowiedniej liczby jab ek i przeliczenie, ile 
ich jest cznie. Tak  metod  rozwi zania zadania teksto-
wego nazwijmy metod  naturaln . Jej zasadnicz  wad  jest 
to, e wymaga bogatego „ekwipunku”. 

Je eli nie dysponujemy ani talerzami, ani jab kami, 
mo emy dokona  symulacji sytuacji opisanej w zadaniu: 
kasztany, etony lub inne przedmioty zast pi  jab ka, nato-
miast kartki papieru lub cokolwiek innego – talerze. Uk ada-
my, przeliczamy i rozwi zujemy zadanie, stosuj c metod
symulacji.



89

Te dwie metody: naturalna i symulacji pozwalaj  dzie-
ciom na samodzielne rozwi zanie zadania na poziomie repre-
zentacji enaktywnej – przypomnijmy: najprostszej z punktu 
widzenia komunikowania si  dziecka z otaczaj cym wiatem.  

Tego typu zadanie daje si  tak e szybko i wygodnie 
rozwi za  za pomoc , bardziej lub mniej realistycznego, 
rysunku, czyli na poziomie reprezentacji ikonicznej: 

W miar  nabierania przez uczniów wprawy rysunki 
mog  stawa  si  coraz bardziej umowne, i – w efekcie – 
nabieraj  cech symbolu (por. s. 86). Dzi ki temu dziecko 
samodzielnie „oswaja” j zyk symboliczny. 

Najtrudniejsz  metod  rozwi zania zadania tekstowego 
jest rozwi zanie symboliczne, w którym trzeba dokona
matematyzacji opisanej w zadaniu sytuacji, czyli trzeba 
wyrazi  j  za pomoc  pewnego obliczenia. W przypad- 
ku zadania przytoczonego wy ej – za pomoc  dodawania  
8 + 5 = 13. 

Jest to, powtórzmy, zdecydowanie najtrudniejszy i naj-
bardziej formalny sposób rozwi zania zadania, wymagaj cy
od ucznia najwi kszej dojrza o ci i najbardziej zaawanso-
wanej wiedzy. Jego zalet , i jest to ogólna zaleta j zyka
symbolicznego, jest tempo otrzymania rozwi zania. Stosuj c
symbole szybko otrzymujemy wynik, chyba e … same sym-
bole pojawi y si  za szybko. 

  Rozwi zania: „przez dzia anie” (enaktywne) oraz „przez 
rysunek” (ikoniczne) wynikaj  w naturalny sposób z tre ci
zadania oraz do wiadcze  dziecka. Rozwi zanie „przez 
obliczenie” (symboliczne) wymaga umiej tno ci dokonania 
matematyzacji sytuacji opisanej w zadaniu – wymaga 
zast pienia czynno ci lub stanu opisanego w zadaniu 
odpowiednim dzia aniem lub seri  dzia a . Matematyzo-
wanie to jedna z najwa niejszych, ale i najtrudniejszych, 
umiej tno ci matematycznych, rozwijanych w procesie 
kszta cenia. Stopniowo j  doskonal c musimy dba  o to, eby
dziecko rozumia o, co i dlaczego robi; w przeciwnym 
przypadku mo emy niespodziewanie stan  twarz  w twarz  
z kilkakrotnie ju  wspominanym zjawiskiem zdegenerowa-
nego formalizmu. 
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Najlepsz  metod  budowania takiego rozumienia jest 
pokazywanie rozwi zania symbolicznego równolegle z roz-
wi zaniami enaktywnymi i ikonicznymi – te prostsze 
wyja niaj  wówczas te trudniejsze, nadaj  sens symbolom  
i operacjom arytmetycznym. Pozwólmy wi c uczniom tak 
d ugo, jak b dzie im to potrzebne, rozwi zywa  zadania 
„przez dzia anie” czy „przez rysunek”, a gdy znana jest ju
odpowied  na postawione w zadaniu pytanie, zastanówmy si
wspólnie, jak inaczej – szybciej – mo na by o j  otrzyma .
Niech operacje arytmetyczne wynikaj  w wiadomo ci dzieci 
z sytuacji dla nich realistycznych, których s  matematyzacj .
Niech sens – jak zawsze – poprzedza symbole.  

Warto zwróci  uwag  na jeszcze jedn , na pozór oczy-
wist , rzecz, ale przez t  oczywisto  cz sto zapominan .
Rozwi zanie przytoczonego wcze niej zadania jest dla 
wi kszo ci dzieci du o atwiejsze ni  wykonanie samego 
dodawania 8 + 5. Dlaczego? 

Zadanie nadaje konkretny sens wyst puj cym w nim 
liczbom (ilo ci jab ek) oraz operacji, któr  nale y wykona .
Co ciekawsze, w tym zadaniu – tak d ugo, jak dziecko mo e
dzia a  i rysowa  – nie ma k opotu z przekraczaniem progu 
dziesi tkowego, bo ten ostatni pojawia si  tylko na poziomie 
symbolicznym. Ucze  mo e nawet sam zacz  budowa
sobie jakie  u yteczne strategie zwi zane z przekraczaniem 
progu, np. prze o y  dwa jab ka z talerza na talerz. 

Liczby wyst puj ce w oderwanym od kontekstu 
dodawaniu 8 + 5 nie maj  dla dziecka adnego konkretnego 
sensu. Je li ucze  ma ju  opanowan  procedur  dodawania 
na poziomie symbolicznym, to wykona jej odpowiednie 
kroki, je li jeszcze nie, to – eby zrobi  cokolwiek – musi 
nada  liczbom i dzia aniu jaki  zrozumia y dla siebie sens, 
np. u o y  na w asny u ytek zadanie o jab kach na talerzach.

Realistyczne zadania tekstowe mog  uczy  liczy  i two-
rzy  warunki do budowania przez dzieci w asnych strategii 
obliczeniowych. Oprócz tego, pe ni  wa n  funkcj  moty-
wuj c  – dostarczaj  przyjemno ci p yn cej z tego, e da o
si  pokona  pewn  trudno , a tak e podnosz  samoocen .
Wszystko to jednak pod jednym warunkiem – e dziecko  
ma mo liwo  poszukiwania oraz wyboru metody jego 
rozwi zania.

Nie marnujmy tych mo liwo ci, zbyt wcze nie
zmuszaj c dzieci do operowania symbolami na ka dym
kroku. Symbole u dzieci w tym wieku na ogó  nie buduj
zrozumienia, jedynie uruchamiaj  zapami tane procedury.
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2) Podstawow  pomoc  przy rozwi zywaniu zada
tekstowych jest staranne wypisanie danych i szukanych. 

Pocz tki heurystyki, czyli nauki o metodach (twórcze-
go) rozwi zywania problemów si gaj  Staro ytnej Grecji,  
a w ród jej „rodziców” mo na wymieni  m.in. Sokratesa – 
twórc  i propagatora tzw. metody po o niczej, w której, 
dzi ki stawianiu pyta  pobudzaj cych my lenie ucznia, 
prowadzimy go do samodzielnego „urodzenia” rozwi zania.

Do powstania wspó czesnej wersji heurystyki w znacz-
nej mierze przyczyni  si  wybitny ameryka ski matematyk 
George Polya, którego dwie ksi ki: Jak to rozwi za ? oraz 
Odkrycie matematyczne zosta y przet umaczone na j zyk
polski. Obie te prace po wi cone s  w a nie sztuce rozwi -
zywania problemów (i to nie tylko matematycznych!). W ród
formu owanych w nich rad i wskazówek znajduje si  równie
ta, zwracaj ca uwag  na potrzeb  uwa nego analizowa- 
nia(!) danych i szukanych. W najbardziej ogólnej wersji rady 
G. Polyi, dotycz ce procesu rozwi zywania zada , brzmi
nast puj co10:

1. Staraj si  zrozumie  zadanie. 

2. Znajd  zwi zek mi dzy danymi i niewiadomymi.  
U ó  plan rozwi zania.

3. Wykonaj swój plan. 

4. Przestudiuj otrzymane rozwi zanie.

By  mo e efektem ksi ek G. Polyi jest istniej cy od lat 
w naszej szkole zwyczaj wypisywania danych i szukanych  
w procesie rozwi zywania zadania tekstowego. Heurystyczna 
wskazówka sta a si  obowi zkowym etapem procedury i za-
domowi a si  ju  nawet w I etapie kszta cenia. Jej zwolen-
nicy i propagatorzy nie zwrócili jednak uwagi na dwie 
rzeczy:

 G. Polya zach ca nie do wypisywania danych i szuka-
nych, lecz do poszukiwania zwi zków mi dzy nimi; 

 a swoje wskazówki stworzy  dla kilkunastolatków przy-
gotowuj cych si  do studiów i na nich testowa  ich 
s uszno .

A co w takim razie z dziewi cio- czy dziesi ciolatkami? 
W ich przypadku wypisanie danych i szukanych ma tylko 
jedn  zalet :

 zwraca uwag  na informacje podane w zadaniu i sfor-
mu owane w nim pytanie; 

oraz kilka ogromnie istotnych wad, zw aszcza z punktu wi-
dzenia dzieci mniej formalnie my l cych:
                                                
10 G. Polya, Jak to rozwi za ?, PWN, Warszawa 1993. 
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 buduje „tam ” mi dzy tre ci  zadania a tworzonym roz-
wi zaniem, zach caj c, czy wr cz zmuszaj c uczniów 
do manipulowania – cz sto przypadkowego – wypisa-
nymi danymi; 

 kieruje dziecko w stron  rozwi zania symbolicznego, 
opartego na operacjach arytmetycznych, ograniczaj c – 
czy wr cz zmniejszaj c do zera – szanse na inny sposób 
rozwi zania zadania (np. rysunkowy); 

 uczniów, którzy nie s  jeszcze gotowi w ten sposób 
radzi  sobie ze z o onym zadaniem, zach ca w efekcie 
do tworzenia ró nych „strategii obronnych”. 

Je li chcemy zwróci  uwag  dzieci na dane umiesz-
czone w zadaniu, zach my je do kilkakrotnego przeczytania 
jego tre ci, do podkre lenia w nim o ówkiem wa nych
informacji, sformu ujmy seri  pyta  dotycz cych sytuacji 
opisanej w zadaniu, popro my dzieci, aby „po swojemu” 
opowiedzia y o tym, o co w nim chodzi –  ale nie wpychaj-
my ich w kolejny, bardzo w ski i ograniczaj cy, schemat.

Oczywi cie, ka da heurystyka, czyli wskazówka doty-
cz ca metod rozwi zywania zada  czy problemów, jest tak e
pewnym schematem, lecz jej si a polega na tym, e jest to 
schemat bardzo ogólny, który daje si  zastosowa  zawsze  
i który tworzy warunki do budowania w asnych, bardziej 
szczegó owych, strategii prowadz cych do sukcesu.

3) Je li chcemy, aby uczniowie opanowali umiej tno
rozwi zywania zada  tekstowych, musimy przerobi  z nimi 
du  liczb  typowych zada .

Zacznijmy od s owa-klucza: „utrwali ”. Co to znaczy, 
e dzieci co  „utrwali y”? Najcz ciej kryje si  za tym 

zwrotem zrobienie przez nie, z wi kszym lub mniejszym 
zaanga owaniem (tak e intelektualnym), serii zbli onych czy 
nawet bardzo podobnych przyk adów lub zada . Celem tego 
zabiegu jest „wdrukowanie” w wiadomo  dzieci pewnej 
mechanicznej procedury post powania, pewnej typowej 
reakcji na konkretn  sytuacj  dydaktyczn .

W przypadku zada  tekstowych mo na wyró ni  kilka 
podstawowych kategorii zada  pojawiaj cych si  w I etapie 
kszta cenia i utrwali  metody ich rozwi zywania. Mo na, ale 
czy warto? 

Jak pokazuje tak e praktyka, w efekcie takiego po-
dej cia umiej tno  rozwi zywania zada  „rozpadnie si ”
w wiadomo ci ucznia na dwie umiej tno ci sk adowe:

 rozpoznanie typu zadania; 

 przywo anie z pami ci w a ciwej procedury 
post powania.
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Takie podej cie do zada  tekstowych ma swoje prak-
tyczne zalety – daje spor  szans , e znaczna cz  dzieci 
poradzi sobie z zadaniami „utrwalonych” typów na popular-
nych w naszych szko ach testach kompetencji trzecioklasisty 
lub na pocz tku swojej edukacji w klasach starszych. Na 
pocz tku, bo potem pojawi  si  nowe klasy zada  i wszystko 
trzeba b dzie zaczyna  od nowa. Trudno powiedzie , jak 
du a jest wspomniana wcze niej szansa – procent popraw-
nych rozwi za  zadania C (por. s. 79), czyli najbardziej 
typowego zadania z o onego, nie jest przecie  imponuj cy.

To podej cie ma jednak przede wszystkim wady, poniewa :

 wypacza i degeneruje sens umiej tno ci rozwi zywa-
nia zada  tekstowych – jak ju  wspominali my – 
najwa niejszego celu edukacji matematycznej w szkole 
podstawowej;

 wzmacnia i utrwala jako podstawow , czy nawet jedy-
n , strategi  intelektualn  – strategi  przypominania. 

Sam odruch poszukiwania wzorca w pami ci nie jest 
niczym z ym. K opoty pojawiaj  si  dopiero wtedy, gdy 
strategia ta jest jedynym narz dziem intelektualnym, 
stosowanym przez ucznia. Prowadzi to bowiem szybko do 
tego, e ucze  jest w stanie poradzi  sobie tylko(!) z tymi 
zadaniami, które poprawnie rozpozna (Na co to jest? Na 
mno enie czy odejmowanie?) i do których „klucz” posiada  
w pami ci.

A je li nie rozpozna? Wtedy rezygnuje z próby sensow-
nego rozwi zania zadania, uruchamiaj c jakie  „strategie 
zast pcze” (Dodajmy wszystkie liczby z zadania, mo e to jest 
zadanie na dodawanie, mo e b dzie dobrze.).

Efekty takich dzia a  wida  analizuj c np. wyniki pols-
kich pi tnastolatków, bior cych udzia  w badaniach PISA 
(por. s. 141) czy w innych badaniach mi dzynarodowych – 
dobre wyniki w sytuacjach typowych i bezradno  (wyuczo-
na?) wsz dzie tam, gdzie sytuacja jest nowa i wymaga 
zastosowania posiadanej wiedzy.

Rozwi zanie serii typowych, podobnych zada , wbrew 
obiegowym opiniom, nie tylko nie pomaga opanowa
umiej tno ci rozwi zywania zada , ale wr cz uniemo liwia
jej zdobycie! Zamiast rzeczywistej umiej tno ci, w osta-
tecznym rozrachunku udzia em dziecka staje si  kilka 
schematów, znudzenie i zniech cenie, brak wiary we w asne
si y oraz intelektualna bezradno 11. Czasami tak e gar
„obronnych strategii”, których celem jest ukrycie tej bez-
radno ci:

                                                
11 Por. np. D. Klus-Sta ska, M. Nowicka, Sensy i bezsensy edukacji wczesnoszkolnej,

WSiP, Warszawa 2005. 
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 je li liczby w zadaniu s  mniej wi cej tej samej wiel-
ko ci, nale y je doda ,

 je li obie s  niedu e, to nale y je pomno y ,
 je li jedna jest nieco wi ksza od drugiej, to od wi kszej

odejmujemy mniejsz ,
 ... 

A chodzi o nam przecie  o co  zupe nie innego! 

Pami tajmy! Je li nie stworzymy warunków do tego, 
eby dzieci budowa y sobie (z nasz  pomoc !) sensowne 

strategie post powania, to wymy l  w asne, które, gdy 
zabraknie we w a ciwym momencie informacji zwrotnej, 
mog  mocno nas zaskoczy .

Przytoczmy na koniec s owa wspomnianego wcze niej
G. Polyi:

Uczenie mechanicznego wykonywania typowych ope-
racji matematycznych i niczego wi cej le y niew tpliwie
poni ej poziomu ksi ki kucharskiej, gdy  przepisy kuchar-
skie zostawiaj  co  dla fantazji i s du kucharki, a przepisy 
matematyczne – nic12.

Co robi dziecko, gdy ma rozwi za  zadanie tekstowe  
i nie wie, w jaki sposób to zrobi ? Najcz ciej w takiej 
sytuacji zaczyna zgadywa  – podobnie zreszt  post puj  te
na ogó  doro li: a mo e 14? albo 20? ... Metoda prób i b -
dów jest jedn  z najbardziej naturalnych metod post powania
w sytuacji, gdy nie wiemy, co trzeba zrobi .

I dobrze! Bo wprawdzie metoda ta jest ma o efektywna, 
ale mo e sta  si  podstaw  do zbudowania przez uczniów 
znacznie pot niejszego narz dzia, które – przez analogi  – 
mo emy nazwa strategi  prób i poprawek. W tym celu 
wystarczy wspólnie zacz  zastanawia  si  nad tym, co 
wynika z kolejnych prób i jakich nowych informacji nam 
dostarczaj . Niekiedy wystarczy jedno dobre pytanie posta-
wione we w a ciwym momencie. 

1.  W zagrodzie by y kury i króliki. Razem by o 20 g ów
 i 68 nóg. Ile by o kur, a ile królików?

                                                
12 G. Polya, op.cit., s. 244. 
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Tego typu zadania od lat pojawiaj  si  na ró nego ro-
dzaju konkursach matematycznych. Doros y na ich widok od 
razu zaczyna pisa  uk ad dwóch równa  z dwiema nie-
wiadomymi. Czy rzeczywi cie musimy strzela  z armaty do 
wróbla? Spróbujmy inaczej: 

Wszystkich zwierz t jest 20.    10 królików to:  10 × 4 = 40 nóg 
To mo e królików jest 10?   kur te  by oby 10:   10 × 2 = 20 nóg 
Sprawd my, czy tak rzeczywi cie jest:   razem by oby wi c      60 nóg. 

A mia o by  68. Pierwszy strza  i pud o. Nóg jest za ma o. Ale co to oznacza? 
Co wynika z tego, e gdy królików jest 10, to nóg cznie jest za ma o?
Czy królików powinno by  wi cej czy mniej ni  10?

Wi cej, bo to one „dodaj ” nóg.   12 królików to:  12 × 4 = 48 nóg 
Pora na poprawk ! To mo e 12?   8 kur to:      8 × 2 = 16 nóg 

razem wi c        64 nogi. 
Znacznie lepiej! 
Wida  ju , e królików by o 14.   14 królików to:  14 × 4 = 56 nóg 
Ale sprawd my to na wszelki wypadek:   6 kur to:      6 × 2 = 12 nóg 

razem:      68 nóg! 
Zrobione!

Jak wida , do rozwi zania tego zadania wystarczy 
umiej tno  dodawania i mno enia w niezbyt du ym zakresie 
liczbowym i nic wi cej! Mo e jeszcze tylko jedna, na ogó
zupe nie niedoceniania rzecz – ch  rozwi zania zadania,
wynikaj ca, by  mo e, z przekonania, e je li si  spróbuje, to 
na pewno si  uda. Jedn  z wa niejszych rzeczy w proce- 
sie rozwijania umiej tno ci matematycznych uczniów jest 
wzmacnianie w dziecku wiary w swoje si y, w si  posia-
danej wiedzy, budowanie przekonania, e je li spróbuje, to 
powinno by  dobrze.

Trzeba tylko próbowa  i wyci ga  z tych prób wnioski! 
Bo je li dziecko nie ma odwagi próbowa , to… 

Nie nale y myli  przedstawionej na powy szym przy-
k adzie strategii z metod  prób i b dów. Metoda prób i b -
dów, w której nie ma miejsca na refleksj  o wnioskach 
p yn cych z kolejnych wykonywanych prób, nie gwarantuje 
ko cowego sukcesu. Strategia prób i poprawek t  gwa-
rancj  daje. Jej zbudowanie na bazie spontanicznych „strza-
ów” uczniów jest proste – wystarczy zacz  konsekwentnie 

stawia  po kolejnych próbach jedno krótkie i zrozumia e
pytanie: Co z tej próby wynika? 
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I jeszcze kilka zada :

2.  Wybra em pewn  liczb , doda em do niej 16 
i otrzyma em 44. Jak  liczb  wybra em na pocz tku?

No to znowu spróbujmy. Zawsze warto zaczyna  od 
czego  „okr g ego”, co daje proste obliczenia i szybk  orien-
tacj  w tre ci zadania. 

Mo e 10: 10 + 16 = 26 – pud o, o wiele za ma o. Czyli – ta liczba jest wi ksza!
Mo e 20: 20 + 16 = 36 – lepiej, ale ci gle za ma o. Jeszcze wi ksza.
30?   30 + 16 = 46 – tym razem troszk  za du a. O 2! 
Zatem 28: 28 + 16 = 44. Dobrze! 

A teraz, gdy ju  wiemy, jaka to by a liczba, mo emy si
wspólnie zastanowi , czy mo na by o znale  j  szybciej.

3.  W pude ku by o 26 klocków. Janek zabra  cz  z nich.
W pude ku zosta o tylko 8 klocków. Ile klocków zabra
Janek?

Mo e wzi  10 klocków?    26 – 10 = 16 – pud o.
Wzi  wi cej czy mniej ni  10?   
Sprawd my, co by by o, gdyby wzi  16: 26 – 16 = 10 – bli ej.
Czyli wzi  jeszcze wi cej – 18?  26 – 18 = 8.  

W zadaniu s  podane dwie liczby, jedna wi ksza od 
drugiej, wi c pewnie trzeba je odj  (por. s. 94). K opot
w tym, e z tre ci zadania wynika odejmowanie 26 – ? = 8,  
a nie 26 – 8 = ?. Ilu uczniów rzeczywi cie rozumie, dlaczego 
to drugie odejmowanie daje rozwi zanie?

Mo e ich procent b dzie wi kszy, gdy najpierw rozwi -
 to zadanie, stosuj c strategi  prób i poprawek, a potem 

zastanowi  si  nad szybsz  drog  do celu. Przy okazji maj
szans  odkry  wa n , i wcale nie tak  prost  jak si  wydaje, 
w asno  odejmowania: im wi ksz  liczb  odejmujemy, tym 
wynik jest mniejszy.  

4.  Ojciec i syn maj  razem 60 lat. Ojciec jest trzy razy 
starszy od syna. Ile lat ma ka dy z nich? 

Ile lat mo e mie  syn? Mo e 10: to ojciec ma 3 × 10 = 30 lat, 
a razem maj  40 – za ma o.
Czyli syn musi by  starszy. 15? 
3 × 15 = 45, 45 + 15 = 60, zrobione!

Ponownie, zamiast uk adu równa  czy jednego równania, 
kilka prostych operacji.
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Strategia prób i poprawek ma wiele zalet, przede wszystkim:  

 daje si  z sukcesem zastosowa  do ogromnej liczby 
zada  ró nych typów, 

 najcz ciej wymaga zastosowania bardzo prostych 
narz dzi matematycznych, 

 doskonali sprawno  rachunkow  dzieci i pozwala im 
poznawa  w asno ci dzia a ,

 nawet gdy nie prowadzi do sukcesu, to pozwala lepiej 
zrozumie  tre  rozwi zywanego zadania, co mo e
umo liwi  dziecku si gni cie po inn  metod .

I jeszcze jedna, bardzo istotna zaleta – uczy sprawdza
poprawno  rozwi zania zadania. Bo sprawdzenie to nie 
polega na kontroli poprawno ci wykonywanych oblicze , ale 
na ustaleniu, czy otrzymany wynik spe nia warunki zadania, 
czy pasuje do przedstawionej w nim sytuacji.  

O potrzebie rysowania podczas rozwi zywania zada
tekstowych wspominali my ju  wcze niej, w kontek cie
ró nych typów reprezentacji, tworzonych przez dziecko. 
„Rysowanie zadania” jest tak e jedn  z najpot niejszych
strategii s u cych ich rozwi zywaniu na ka dym szczeblu 
edukacji, nie tylko w klasach 1–3.

Niekiedy zrobienie rysunku niespodziewanie przynosi 
rozwi zanie. Tak jest na przyk ad w przypadku zadania, od 
którego rozpocz li my:  

1.  W zagrodzie by y kury i króliki. Razem by o 20 g ów
 i 68 nóg. Ile by o kur, a ile królików?

By o 20 g ów, narysujmy je: 
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Do ka dej g owy „doczepmy” po dwie nogi: 

Tak wygl da aby sytuacja, gdyby by y to same kury. „U yli -
my” ju  40 nóg. Zosta o nam jeszcze 28 nóg „bez przydzia-
u", wi c dorysujmy je parami, zamieniaj c w ten sposób 

niektóre kury na króliki. 

Zadanie narysowane. Teraz wystarczy przeliczy :
14 królików i 6 kur. 

Warto sprawdzi , czy czego  nie pomin li my:
14 + 6 = 20, 14 × 4 + 6 × 2 = 68. Dobrze! 

Analogicznie post pujemy w przypadku innych, podob-
nych strukturalnie zada , których wcale nie trzeba rozwi -
zywa  za pomoc  uk adu równa  – wystarczy dobry rysunek: 

5.  Ania karmi a w schronisku psy i koty. Ka dy pies dosta
6 kawa ków mi sa, a ka dy kot 4 kawa ki. Ile by o psów, 
a ile kotów, je li cznie by o ich 13, a Ania da a im 68 
kawa ków mi sa?

Spróbujmy narysowa  to, o czym opowiada historyjka  
z zadania:

By o 13 zwierz t, ka de z nich mia o pewnie swoj  miseczk ,
narysujmy wi c 13 miseczek: 
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Do ka dej miseczki wk adamy po 4 kawa ki mi sa, czyli tyle, 
ile dostaje kot: 

To razem 40 i 12, czyli 52 kawa ki. To zosta o ich jeszcze 16 
do roz o enia. To s  te dodatkowe kawa ki dla psów, 
roz ó my wi c je po dwa do kolejnych miseczek, a  razem 
b dzie ich 16: 2, 4, 6, ..., 16. 

To s  miski psów, a to miski kotów: 

Czyli w schronisku by o 8 psów i 5 kotów. 
Sprawd my, czy gdzie  si  nie pomylili my:
8 + 5 = 13 – liczba zwierz t si  zgadza; 
8 ×  6 = 48, 5 ×  4 = 20, 48 + 20 = 68 – liczba kawa ków
mi sa te .

Ale przecie  ucze  nie zapisa adnego obliczenia – 
mo e powiedzie  zwolennik obowi zku stosowania symbo-
liki matematycznej „na co dzie ”.

A czy musia ? Mo e lepiej, e nie zapisa ? Mo e dzi ki
temu ka dy ucze  przekona si , e rozwi zywanie nawet na 
pozór tak trudnych zada  jest w zasi gu jego mo liwo ci?



100

Kolejne zadanie podobne jest do zadania F z testu (por. 
s. 73), cho  odrobin  trudniejsze:

6. Za 6 fili anek i 6 talerzyków pani Irena zap aci a 42 
z ote. Nast pnego dnia pani Irena  dokupi a jeszcze 2 
fili anki i 6 talerzyków z tego samego zestawu. Tym 
razem zap aci a 26 z . Ile kosztowa a fili anka, a ile 
talerzyk?

Narysujmy te zakupy: 

           42 z

          26 z

Na razie nic nowego, po prostu tre  zadania przedsta-
wiona na rysunku. Rysunek przemawia jednak du o mocniej 
i pozwala zobaczy  to, co w zapisie umyka, np.: 

Za którym razem pani Irena kupi a wi cej naczy ?
O ile wi cej? Ile wi cej za nie zap aci a? … 
Za pierwszym razem pani Irena kupi a 6 kompletów: 
fili anka + talerzyk. Ile kosztuje jeden taki komplet? … 
Informacja o cenie kompletu mo e by  wykorzystana  

w ró ny sposób, tak e do poszukiwania ceny fili anki i tale-
rzyka z pomoc  strategii prób i poprawek: je li komplet 
kosztuje 7 z otych, to mo e…

Czasami nie daje si  od razu zrobi  w a ciwego rysun-
ku, ale daje si  go dopasowa  do warunków zadania w a nie
z pomoc  prób i poprawek – te dwie strategie wzajemnie 
bardzo si  wzmacniaj :

7. Dorota trzyma swoje ksi ki na regale o trzech pó kach.
Najmniej ksi ek ma na górnej pó ce. Na rodkowej ma 
ich o 4 wi cej, a na dolnej o 7 wi cej ni  na górnej. 

cznie ma 47 ksi ek. Ile ksi ek stoi na ka dej
z pó ek?

Ile ksi ek mo e sta  na najwy szej pó ce? Mo e 10? Zróbmy 
odpowiedni rysunek:
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Na górnej 10, to na rodkowej 14, a na dolnej 17, razem 41. 
Za ma o.

To dorysujmy kolejne ksi ki, po jednej na pó ce, tak, aby 
by o dobrze: 42, 43, 44, … 

Na górnej jest 12 ksi ek, na rodkowej 16 (czyli o 4 wi cej), 
na dolnej 19, czyli o 7 wi cej ni  na górnej, razem 47 ksi ek.
Wszystko si  zgadza.

Przy rozwi zywaniu wielu zada  – zarówno atwiej-
szych, jak i trudniejszych – rysunek mo e ogromnie pomóc: 
mo e da  rozwi zanie „na tacy”, mo e pozwoli  odkry
drog  prowadz c  do rozwi zania, a w najgorszym razie 
pozwoli  lepiej zrozumie , o co w zadaniu chodzi. Bez 
zrozumienia tre ci zadania wszelkie próby jego sensownego 
rozwi zania s  z góry skazane na niepowodzenie. 
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Jedna z przytoczonych wcze niej (s. 91) rad G. Polyi, 
dotycz cych sztuki rozwi zywania zada  tekstowych mówi  
o potrzebie szukania zwi zku mi dzy danymi i niewiado-
mymi. Spróbujmy poszuka  tego zwi zku w sposób bardziej 
ni  dotychczas uporz dkowany:

7’. Dorota trzyma swoje ksi ki na regale o trzech pó kach.
Najmniej ksi ek ma na górnej pó ce. Na rodkowej ma 
ich o 7 wi cej, a na dolnej o 18 wi cej ni  na górnej. 

cznie ma 73 ksi ki. Ile ksi ek stoi na górnej pó ce?

Zacznijmy od strategii prób i poprawek oraz „ustawie-
nia” 10 ksi ek na górnej pó ce, ale zbierane informacje 
zapiszmy w tabelce, np. takiej: 

Razem 55, czyli za ma o. Zobaczmy, co i jak b dzie si
zmienia , je li b dziemy dostawia  na ka d  pó k  po jednej 
ksi ce:

Jeszcze dwa wiersze i koniec: na górnej pó ce stoi 16 ksi ek.

Najtrudniejsz  czynno ci  jest zbudowanie tabelki. 
Potem ju  tylko wykorzystywanie prostych zale no ci: tu 
ro nie o 1, tu o 1, tu o 1, a tu o 3.

Wype nianie tabelki mo na te  zacz  od „samego 
pocz tku”:

8. Janek, Tomek, Piotr i Karol zbieraj  modele samocho-
dów. Tomek ma o 7 modeli wi cej ni  Janek, Karol ma 
o 18 modeli wi cej ni  Tomek, a Piotr o 3 wi cej
ni  Karol. Razem maj  88 modeli. Ile modeli ma ka dy
z nich? 

Górna pó ka rodkowa pó ka Dolna pó ka Razem 
10 17 28 55 

   

Górna pó ka rodkowa pó ka Dolna pó ka Razem 
10 17 28 55 
11 18 29 58 
12 19 30 61 
13 20 31 64 
14 21 32 67 
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Który z ch opców ma najmniej modeli? Janek.
Warto budowanie tabeli i jej wype nianie zacz  wi c od 
Janka.

Sprawd my jeszcze, czy liczby z ostatniego wiersza tabeli 
spe niaj  warunki z zadania: 

Tomek o 7 wi cej od Janka; 
Karol o 18 wi cej od Tomka; 
Piotr o 3 wi cej od Karola; 
razem 88. Wszystko tak, jak trzeba. 

9. Janek, Tomek i Karol zbieraj  modele samochodów. 
Tomek ma dwa razy wi cej modeli ni  Janek, a Karol 
ma trzy razy wi cej modeli ni  Tomek. Razem maj  135 
modeli. Ile modeli ma ka dy z nich?

Zacznijmy od 10 modeli u Janka: 

Tu o 1 wi cej, tu o 2, tu o 6, a tu o 9.
Acha, dalej b d  kolejno: 117, 126, 135. 

Nie musimy wype ni  ca ej tabelki, eby wiedzie , ja-
kie jest rozwi zanie.

Spójrzmy jeszcze raz na dwa ostatnie zadania. Zadanie 8 
dotyczy porównywania ró nicowego, zadanie 9 – ilorazo-
wego. Mo e takie do wiadczenia z wype nianiem tabelek 
pomog  niektórym uczniom u wiadomi  sobie ró nic  mi -
dzy jednym a drugim?  

Janek Tomek Karol Piotr Razem 
1 8 26 29 64 
2 9 27 30 68 
3 10 28 31 72 
4 11 29 32 76 
5 12 30 33 80 
6 13 31 34 84 
7 14 32 35 88 

Janek Tomek Karol Razem 
10 20 60 90 
11 22 66 99 
12 24 72 108 

   117 
   126 

15 30 90 135 
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Te dwie, zwi zane ze sob , strategie: Próbuj i wyci -
gaj wnioski oraz Zrób tabelk  pozwalaj  dziecku na rozwi -
zanie wielu zró nicowanych zada  – wystarczy umie  li- 
czy . Trzeba tak e zrobi  dwie rzeczy, które podczas 
rozwi zywania zada  tekstowych s  by  mo e najistot-
niejsze: trzeba zrozumie  zadanie i trzeba podj  prób  jego 
rozwi zania – o to drugie zdecydowanie atwiej, gdy ucze
wie, od czego mo e zacz . Bardzo cz sto zrozumienie 
zadania jest konsekwencj  przeprowadzonych prób: strzela-
j c i sprawdzaj c swoje strza y czy wype niaj c tabelk ,
ucze  bada sytuacj  opisan  w zadaniu, bada zwi zki
istniej ce mi dzy wyst puj cymi w zadaniu wielko ciami  
i zaczyna dostrzega , o co w nim tak naprawd  chodzi.

Przytoczone strategie to te  pewne schematy post po-
wania. Jednak ich si , w odró nieniu od innych schematycz-
nych metod, z którymi zapoznaj  si  uczniowie, jest uniwer-
salno  ich zastosowania – mog  przyda  si  dos ownie
wsz dzie!

Rozwi zywanie tego samego zadania kilkoma ró nymi 
metodami ma wiele walorów kszta c cych. Zwraca mi dzy
innymi uwag  na to, e ró ne drogi mog  prowadzi  do tego 
samego celu, e przy rozwi zywaniu zada  mo liwe i po-
prawne s  ró ne sposoby my lenia oraz post powania. Ka da
z metod mo e ujawni  inn  w asno  badanej sytuacji, mo e
pokaza  inne zwi zki mi dzy wyst puj cymi w zadaniu 
obiektami. Zach cajmy wi c uczniów, aby prezentowali swo-
je rozwi zania, opowiadali o stosowanych metodach, o pyta-
niach, dzi ki którym wpadli na taki czy inny pomys . Szybko 
oka e si , e pomys y te s  ró norodne i rzeczywi cie
zaskakuj ce. I pami tajmy – zawsze najlepsza jest ta meto-
da rozwi zania, któr  ucze  samodzielnie wymy li!



105

 Przeczytajmy uwa nie ten tekst: 

Czego mo emy si  dowiedzie  z tej oferty o o rodku?
Na jakie pytania mo emy odpowiedzie , korzystaj c
z podanych informacji?
Zróbmy list  tych pyta . Poszukajmy na nie wspólnie 
odpowiedzi.
Czy wymy laj c pytania i – w efekcie – uk adaj c

zadania tekstowe, uczniowie wymy l , eby dodawa  liczb
pokoi do ceny noclegu albo mno y  cen  obiadu przez koszt 
wynaj cia sa  (por. s. 84)? Je li nawet to si  zdarzy, to 
bardzo szybko sobie u wiadomi , e tego typu operacja nie 
ma adnego praktycznego (i matematycznego tak e) sensu.

Oferta ta jest na tyle bogata, e stwarza uczniom 
naprawd  wiele mo liwo ci:

 od stwierdzenia, ile kosztuje nocleg jednej osoby w po-
koju dwuosobowym i na przyk ad o ile jest dro szy od 
noclegu w pokoju trzyosobowym,  

 po rozwa ania o tym, jak mo e ulokowa  si  wycieczka 
z o ona z 8 dziewcz t i 7 ch opców, aby koszt pobytu 
by  jak najni szy.

Dzi ki temu ka dy ucze  mo e w niej „znale ” co  na 
swoj  miar .
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Rozwijanie umiej tno ci rozwi zywania zada  teksto-
wych to z o ony proces, bo i sam proces rozwi zania zadania 
obejmuje wiele etapów – zrozumienie sytuacji opisanej 
w zadaniu, przeanalizowanie podanych w nim informacji  
i zbadanie ich przydatno ci, u o enie planu rozwi zania itd. 
Tego typu „kruszenie” krótszych i d u szych (cho  zawsze 
bogatych!) tekstów13 mo e by  skutecznym narz dziem na 
drodze do mistrzostwa, nie tylko w rozwi zywaniu zada , ale 
tak e w rozwi zywaniu problemów. A – niejako przy okazji 
– ucze  ma okazj  pozna  kolejn  wa n  strategi  poszuki-
wania rozwi za  problemów i zada  tekstowych – znan  od 
kilku tysi cy lat pod nazw syntezy.

                                                
13 Por. A. Kaufmann, M. Fustier, A. Drevet, Inwentyka, WNT, Warszawa 1975. 
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OBLICZANIE OBWODU PROSTOK TA
W klasach 1–3 polskiej szko y elementy geometrii 

pojawiaj  si  w bardzo ograniczonym zakresie, co jest kon-
sekwencj  nie tylko zdominowania tego etapu kszta cenia
przez umiej tno ci obliczeniowe, ale tak e wynikiem pewnej 
tradycji edukacyjnej, opartej na do  dedukcyjnym i formal-
nym spojrzeniu na poj cia oraz umiej tno ci geometryczne.  

To jeden z powodów, dla których w badaniu pojawi o
si  tylko jedno zadanie o charakterze geometrycznym, czy 
raczej arytmetyczno-geometrycznym:  

Jak wida , umiej tno  obliczania obwodu prostok ta
badana by a w dwóch sytuacjach: 

 gdy prostok t narysowany jest na kratce o boku 1 cm  
(z tego typu przyk adami uczniowie powinni wielokrot-
nie zetkn  si  w procesie kszta cenia)

oraz
 gdy nazwa „prostok t” zosta a u yta w stosunku do 

kwadratu narysowanego na kratce o boku 5 mm. 

Z przyk adem a poradzi a sobie nieco ponad po owa
dzieci, z przyk adem b tylko oko o 1/3:

Diagram 13. Obliczanie obwodu prostok ta – rozk ad rozwi za .
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Uderza du a ró norodno  metod zastosowanych przez 
uczniów, co prawdopodobnie oznacza, e cz  z nich nie 
mia a zbyt wielu okazji do liczenia obwodu.

Rozwi zania 1–5 pokazuj  istot  samego poj cia:
dzi ki umieszczeniu prostok tów na kratce mo na obwód po-
liczy  „na palcach”, przeliczaj c odpowiednie odcinki kratki, 
albo od razu sumuj c ich d ugo ci.

2.

1.

4.

3.

5.
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Rozwi zanie zadania wymaga zatem – co wida  – elementar-
nych czynno ci. Cz  uczniów, zapewne na wszelki wypa-
dek, uzupe ni a swoje rozumowanie o dodatkowe obliczenia 
(2, 5). 

Wprowadzenie kratki o boku 5 mm pozwoli o niektórym ucz-
niom na zademonstrowanie swojego matematycznego sprytu: 

Autorzy rozwi za  6 i 7 zastosowali najprawdopodob-
niej t  sam  metod  post powania: po czmy odcinki tak, aby 
otrzyma  pe ne centymetry, cho  zapisali j  w zupe nie ró ny
sposób. Tak e i trzecie rozwi zanie (8) charakteryzuje si
oryginalnym sposobem zapisu.  

Inne poprawne rozwi zania wygl da y ju  bardziej 
konwencjonalnie, tak e ze wzgl du na typ pojawiaj cych si
w nich usterek:

W obliczeniach pojawi y si  tak e próby si gni cia po wzory 
i symbole literowe: 

7.6.

8.
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cho  do  cz sto ko czy y si  one jedynie na onglerce
symbolami: 

W ród rozwi za  tego zadania trudno jest wskaza
jakie  typowe kategorie b dów. Cz  b dnych rozwi za
by a konsekwencj  niezrozumienia tre ci zadania, np. ucznio-
wie odnosili dane dotycz ce boku kratki do prostok ta, które-
go obwód mieli obliczy  (1, 2). Niewielka cz  dzieci – 
5,0% dla przyk adu a oraz 4,2% dla przyk adu b – pomyli a
poj cia obwodu i pola (3).

Wi kszo  b dów wyra a a si  w do  przypadkowych 
obliczeniach (4–6) i najprawdopodobniej by a efektem nie-
zrozumienia poj cia obwodu (por. te  7):

3.

1. 2.
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6.

5.4.

7.

Podobnie, jak w innych zadaniach, tak e i tu pojawi y si
przyk ady pozornego sprawdzania poprawno ci rozwi zania
(6).

Dlaczego w polskim nauczaniu pocz tkowym tradycyj-
nie jest tak ma o elementów geometrii?  

O jednej z mo liwych przyczyn takiego stanu rzeczy 
ju  wspominali my – w wiadomo ci bardzo wielu osób 
(matematyków, nauczycieli ...) proces uczenia si  geometrii 
powinien zaczyna  si  od punktu, prostej i p aszczyzny.
W kolejnych „ods onach” punkt powinien trafi  na prost ,
dziel c j  na dwie pó proste, a dwie pó proste o wspólnym 
pocz tku powinny z p aszczyzny wyci  k t ( ci lej mówi c:
podzieli  j  na dwa k ty). Przy takim podej ciu w do
krótkim czasie dziecko zapoznawane jest z najwa niejszymi 
(z aksjomatycznego, nie praktycznego, punktu widzenia), 
ale równocze nie najtrudniejszymi, poj ciami geometrycz-
nymi – najtrudniejszymi, bo pozbawionymi m.in. dobrych, 
wizualnych modeli, pozwalaj cych dziecku na rozpocz cie
procesu budowania swoich geometrycznych intuicji. 
Wymienione poj cia s  tak e nieobecne we wcze niejszych
do wiadczeniach dziecka – brak ich ladu w jego wiedzy 
nieformalnej i u ywanym j zyku. Czeka si  wi c, a  dziecko 
b dzie „gotowe” uczy  si  o nich.

To, do czego ludzko  dochodzi a przez kilka tysi cy
lat, i to id c w dok adnie odwrotnym kierunku, prezentuje si
dzieciom szybko i bez g bszej refleksji nad skuteczno ci
takiego podej cia. Wspominany ju  Hans Freudenthal, jeden 
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z najwybitniejszych dydaktyków matematyki XX w., tego 
typu dzia ania zwyk  nazywa inwersj  antydydaktyczn :

inwersj , bo proces rozwoju idei jest odwracany i „sta-
wiany na g owie”,

antydydaktyczn , bo przynosi to du o gorsze efekty ni
te, które by yby mo liwe, gdyby zabiegu tego nie 
stosowa .

Jednym z ulubionych „geometrycznych” wicze  auto-
rów ró nych materia ów edukacyjnych, tak e dla I etapu 
kszta cenia, jest rozró nianie narysowanych prostych od 
odcinków. K opot polega na tym, e tych dwóch typów 
obiektów nie da si  rozró ni  na podstawie rysunku – st d
potrzeba wprowadzenia dwóch dodatkowych ma ych kresek 
ko cz cych odcinek. I ju  wiadomo, co ucze  ma zrobi :
sprawdzi , gdzie s  „w sy”, a gdzie ich nie ma – kreska 
z „w sami” to odcinek, kreska bez nich – prosta. W efekcie, 
zamiast z geometri  mamy do czynienia z do  bezmy lnym 
rozpoznawaniem kodu. (Przy okazji: czy te dwie kreski to te
odcinki? Je li tak, to powinny mie  „w sy” na ko cu, je li
nie, to przedstawiaj , zgodnie z przyj t  konwencj  … 
proste.)

Ucze  bardzo cz sto ma równie  zaznacza , które z par 
prostych narysowanych na g adkim papierze s  równoleg e,
a które prostopad e. Ale na jakiej podstawie ma to stwier-
dzi ? Jakie narz dzie pozwala zrobi  to z ca  pewno ci ?
K opot polega na tym, e nie ma takiego narz dzia. Ucze
nie jest w stanie stwierdzi , u ywaj c np. ekierki czy dokonu-
j c pomiaru, czy dwie przecinaj ce si  proste tworz  90°, czy 
tylko 89,999°. A je li tworz  ten drugi k t, to czy jeszcze s
prostopad e, czy ju  nie?  

Jak ucze  ma ustali , czy narysowany na g adkim 
papierze czworok t jest rzeczywi cie prostok tem? Jak ma 
ustali  co , co nie jest mo liwe do ustalenia? 

Przyk adów tego typu „geometrycznych” zada  i sytu-
acji mo na wymienia  wi cej. Nasuwa si  pytanie – co maj
one wspólnego z geometri  i rozumowaniami geometrycz-
nymi? Odpowied  jest niestety do  oczywista. 

Geometria mo e by , z punktu widzenia jej nauczania 
i uczenia si , do  paradoksalnie, dyscyplin albo bardzo 
trudn  albo atw :

 Mo e sta  si  trudna, gdy  jej obiekty – zw aszcza, gdy 
patrzy si  na nie jako na niesko czone zbiory punktów 
– s  abstrakcyjne i z o one. Co wi cej, jak wspomina-
li my ju , najtrudniejsze w swej naturze s  te z nich, 
które le  u podstaw dedukcyjnego systemu wiedzy, 
zwanego geometri .

 Mo e sta  si  dla uczniów atwa i interesuj ca, gdy
mo e by  wizualna, intuicyjna i zrozumia a.
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W otaczaj cym nas wiecie mo na znale  wiele 
atrakcyjnych  kszta c cych modeli ró nych obiektów geomet-
rycznych. Przez obcowanie z tymi modelami, wykonywanie 
z ich pomoc  ró nych eksperymentów, badanie ich w asno -
ci, uczniowie mog  budowa  swoje intuicje geometryczne, 
wiedz  i rozumienie. 

Obiekty geometryczne, w materialnym sensie tego s o-
wa, nie istniej . Natur  tych obiektów poznajemy, obcuj c
z ich ró nymi modelami, które w mniej lub bardziej nie-
doskona y sposób oddaj  ich cechy oraz w asno ci. Efekt 
procesu kszta cenia zale y w znacznej mierze od tego, czy 
w jego trakcie zostan  dobrane takie modele, które pozwol
zdoby  dobre intuicje i wykszta ci  w a ciwe wyobra enia
o reprezentowanym przez siebie obiekcie. Od ich ró norod-
no ci i si y oddzia ywania, a tak e sposobu ich wykorzystania 
zale y, czy w wiadomo ci ucznia zostanie wyabstrahowane 
z nich to, co dla danego poj cia i dla ca ej geometrii jest istot-
ne, czy te  powstanie wyobra enie, które daleko odbiega od 
naszych oczekiwa .

Poznawanie geometrii powinno rozpoczyna  si  wi c
od tych obiektów, które s dost pne poznaniu dziecka i któ-
rych w asno ci mo e ono, obcuj c z modelami, samodzielnie 
obserwowa  i bada .

Wokó  nas bardzo atwo znale  dobre modele dla figur 
przestrzennych, czyli bry : wi kszo  budynków i opakowa
ma kszta t prostopad o cianu, drewniane sze cienne klocki 
wci  mo na znale  w wi kszo ci dzieci cych pokojów,  
w typowym pokoju przeciwleg e ciany s  do siebie (zgodnie  
z planem) równoleg e, podobnie pod oga i sufit. Ba, nawet 
trudne poj cie k ta znajduje swój model (a nawet kilka)  
w ka dej klasie szkolnej.

Mo e warto wi c pomy le  o tym, eby – nieco wbrew 
tradycji – si gn  w klasach 1–3 po ró ne, tak e do
nietypowe, „przestrzenne” okazje dydaktyczne: 

Dlaczego kulka po o ona na pó ce stacza si  z niej? 
Kiedy si  stoczy, a kiedy nie? Od czego to zale y?
Dlaczego stó  o czterech nogach cz sto si  kiwa? 
Dlaczego tak si  dzieje?
Czy stó  o trzech nogach te  b dzie si  kiwa ?
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Dlaczego rega ów cz sto nie daje si  ustawi  przy 
cianie albo obok siebie, cho  przed ich zmontowaniem 

taki w a nie mieli my zamiar? I sk d si  wzi y szpary 
mi dzy nimi? 
Dlaczego komódki o kwadratowym blacie na ogó  nie 
daje si  ustawi  w rogu pokoju? 
Do czego s u  przyrz dy, zwane pionem i poziomnic ?
Dlaczego cz sto na pod odze uk ada si  kwadratowe 
p ytki? Jakie innego kszta tu p ytki mo na tak u o y ,
aby pokry y pod og ?
...

Podobno matematyka (geometria) rozwija wyobra ni
przestrzenn . Mo e to robi , ale tylko pod jednym warun-
kiem – e dzieci b d  dzia a y w przestrzeni, a nie na tablicy 
czy na kartce papieru.

Co dziecko musi zrobi , eby znale  odpowied  na 
przyk ad na pierwsze z postawionych wy ej pyta ? Naj at-
wiej jest wzi  kulk  lub pi eczk  i sprawdzi , w jakiej 
sytuacji si  stoczy, a w jakiej nie. Innymi s owy – najpro ciej
i najlepiej jest poeksperymentowa .

Z punktu widzenia procesu kszta cenia warto przyj ,
e geometria (i ca a matematyka tak e) jest nauk  empi-

ryczn  – czyli tak , w której wykonuje si  ró nego rodzaju 
eksperymenty i wyci ga z nich wnioski. W taki w a nie
sposób, dzi ki wykonywaniu ró norodnych eksperymentów  
z otaczaj c  rzeczywisto ci , dziecko buduje swoje wyo-
bra enia o wiecie. Zatem nic nowego.   

Pi eczka, pion, poziomnica – to nie jedyne narz dzia
u atwiaj ce realizacj  geometrycznych eksperymentów.  

Bardzo u ytecznym narz dziem mo e okaza  si
zwyk a kartka w kratk . Papier w kratk  wyznacza rytm, 
który – i na tym polega „geometryczna” ró nica mi dzy
papierem w kratk  i g adkim – pozwala rozstrzyga  wszelkie 
spory dotycz ce na przyk ad prostopad o ci i równoleg o ci
narysowanych na nim odcinków. Dziecko mo e samodzielnie 
to stwierdzi , mo e, odwo uj c si  do tego w a nie rytmu, 
zbudowa  odpowiednie wyja nienie, sformu owa  geomet-
ryczn  argumentacj . Wiele mo liwo ci stwarza pod oga
wy o ona kwadratowymi p ytkami. Wystarczy kawa ek
sznurka lub gumy i mo na zacz  budowa  oraz bada
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ró norodne wielok ty. Posadzki zbudowane, czy budowane 
przez dzieci, z p ytek innego kszta tu (trójk tnych, sze cio-
k tnych…) stwarzaj  kolejne geometryczne „okazje”.  

Do wiadczenia z lusterkiem pozwalaj  na zdobywanie 
intuicji dotycz cych jednego z najwa niejszych poj  geo-
metrycznych – poj cia odbicia lustrzanego (symetrii). Budo-
wanie za pomoc  lusterka lub dwóch lusterek ró nych figur  
z narysowanego kszta tu, czy rysowanie „w lusterku”, to 
kolejne bogate klasy mo liwych geometrycznych ekspe-
rymentów.  

Gar patyczków jednakowej d ugo ci pozwala na 
uk adanie ró norodnych figur i badanie na przyk ad ich 
obwodu. Gdy patyczki s  ró nej d ugo ci, ucze  mo e
zainteresowa  si  tym, z których trzech patyczków uda si
u o y  trójk t, a z których nie.

Jednymi z cz ciej u ywanych typów modeli wielo-
k tów s  modele wyci te z kartki papieru. W ka dym sklepie 
papierniczym znale  mo na bloczki kartek ró nego kszta tu.
Potrzebne s  jeszcze tylko no yczki, aby ucze  zacz
zg bia  kolejne tajniki figur... 

Gdy ju  zbierzemy wiele „zabawek” i narz dzi, a tak e
nabierzemy wprawy w pos ugiwaniu si  nimi, to mo emy 
zacz  projektowanie nowego osiedla, zrobi  makiet  szko y
czy uruchomi  inny geometryczny projekt.

Geometria rozumiana jako nauka eksperymentalna  
i empiryczna stwarza uczniom okazj  do prób i do wiadcze ,
do samodzielnego poszukiwania i budowania, do wyci gania
wniosków z obserwacji, do formu owania hipotez i ich wia-
domego weryfikowania – czyli do my lenia! Umo liwiaj c
uczniom badanie bry  i figur przez manipulowanie, stwa-
rzamy dobre podstawy do bardziej formalnych rozumowa
w klasach starszych. Dzi ki takiemu podej ciu kszta tuj  oni 
swoj  intuicj  geometryczn , wzbogacaj  wyobra ni , a wi c
wspó tworz  w asn  wiedz  o obiektach geometrycznych  
i ich wzajemnych powi zaniach. Tak zdobyta wiedza ma dla 
nich g boki sens, gdy  jest wynikiem ich w asnej aktyw-
no ci. Dzieci prze ywaj  ró ne sytuacje, widz  je na „w asne
oczy”, co sprawia, e lepiej je rozumiej  i w nie wierz , bo 
same ich do wiadczy y.
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DOSTRZEGANIE I STOSOWANIE 
PRAWID OWO CI

Wybitny polski matematyk, Hugo Steinhaus, sformu-
owa  kiedy  takie, cz ciowo tylko artobliwe, twierdzenie:

Niezale nie od tego, co b dziesz robi  w przysz o ci, po 
matematyce b dziesz robi  to lepiej.

Matematyka mo e uczy  bardzo wielu rzeczy o uniwer-
salnej przydatno ci: dostrzegania prawid owo ci, dostrze-
gania i badania zwi zków (np. typu przyczyna–skutek), 
wnioskowania, argumentowania, przekonywania… Od lat 
zwraca si  uwag  na jej walory kszta c ce i akcentuje, eby
nie tylko uczy  matematyki, ale przede wszystkim – i to 
zw aszcza na ni szych poziomach edukacji! – uczy  przez 
matematyk  czy dzi ki matematyce.  

W testach, których wyniki prezentujemy, znalaz o si
kilka zada , których celem by o mi dzy innymi zbadanie, czy 
uczniowie klasy 3 potrafi  dostrzega  prawid owo ci i wyko-
rzystywa  je. Oto jedno z nich:
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        Szlaczek, którego 18 pocz tkowych figur znajduje si  na 
rysunku, ma do  typowy charakter – zbudowany jest z pi -
ciu powtarzaj cych si  w regularny sposób figur, wyra nie
ró ni cych si  kolorem i kszta tem. Zadaniem ucznia by o
kolejno:

 odkrycie regu y rz dz cej u o eniem figur i wykorzys-
tanie jej do okre lenia, które figury s  w tym szlaczku 
odpowiednio na 12, 20 i 44 miejscu (podpunkt a); 

 opisanie sposobu, w jaki mo na ustali , która figura jest 
na miejscu o podanym numerze (podpunkt b); 

 okre lenie, na którym miejscu w tej „kolejce” figur 
znajduj  si  okre lone figury, np. pi ty krzy yk – jest to 
odwrotna sytuacja do tej z podpunktu a (podpunkt c); 

 wreszcie – narysowanie analogicznego szlaczka z o-
onego z innej ilo ci powtarzaj cych si  figur (pod-

punkt d).

Figur  znajduj c  si  w tym szlaczku na 12 miejscu 
w a ciwie wskaza o 89,4% uczniów – w tym celu wystar-
czy o przeliczy  pocz tkowe figury. Pozosta e dwa pytania  
z podpunktu a dotyczy y ju  figur, których nie by o na ry-
sunku – poprawnej odpowiedzi na nie udzieli o odpowiednio 
41,9% i 34,1% uczniów (por. diagram 14).  

Pytania z podpunktu c tego zadania dotyczy y tego 
samego szlaczka i dok adnie tej samej prawid owo ci, ale 
by y sformu owane inaczej. I inny by  procent poprawnych 
rozwi za  – wyniós  on dla kolejnych pyta  odpowiednio: 
20,6%, 13,0% oraz 12,9%. 

Diagram 14.  Prawid owo  przedstawiona za pomoc  rysunku – procent poprawnych 
rozwi za   (podpunkty a i c).
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Mniej wi cej po owa uczniów albo nie udzieli a
w podpunkcie a adnej odpowiedzi, albo tylko ustali a, która 
figura znajduje si  w tym szlaczku na dwunastym miejscu 
(por. diagram 15). Tylko co czwarty ucze  odpowiedzia
poprawnie na wszystkie pytania z podpunktu a.

W podpunkcie c a  76,7% uczniów, czyli ponad ¾ 
uczestników bada , nie poda o ani jednej poprawnej 
odpowiedzi, a tylko 8,6% dzieci dobrze odpowiedzia o na 
wszystkie trzy pytania.

Diagram 15. Prawid owo  przedstawiona za pomoc  rysunku – procent poprawnie 
udzielonych odpowiedzi.

Jeszcze mniej, bo jedynie 8,1% uczniów potrafi o
w czytelny i zrozumia y sposób sformu owa  odkryt  regu
(podpunkt b), natomiast a  30,9% dzieci omin o t  cz
zadania.

Stosunkowo najlepiej wypad  ostatni podpunkt zadania: 
z narysowaniem podobnego szlaczka z czterema powtarzaj -
cymi si  kolejno figurami poradzi o sobie 56,6% uczestników 
badania. Najbardziej typowe b dy polega y na wykorzysta-
niu innej liczby figur ni  podana w poleceniu albo ogranicze-
niu si  do narysowania tylko jednego zestawu wybranych 
figur.

Spójrzmy na wybrane rozwi zania uczniów.

By  mo e najprostszym sposobem „rozgryzienia” 
tego zadania, by o umiej tne i uwa ne(!) ponumerowanie 
kolejnych figur (1, 2, 3).
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W opisie metody uczniowie cz sto odwo ywali si
do takiego w a nie „liczenia w kó ko”, i to na dwa ró ne
sposoby – z pomini ciem pocz tku widocznej cz ci
szlaczka (4–6) albo jego ko ca (7): 

5.

4.

1.

2.

3.
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Ale równocze nie, post puj c w ten w a nie sposób, mo na
by o atwo si  „oszuka ”:

Gdy sposób numerowania by  b dny, musia o to oczywi cie
znale  tak e odbicie w opisie samej metody, cho  samo 
„prze o enie” na opis jest ca kiem czytelne: 

Analizuj c szlaczek, cz  uczniów (4,8%) zwróci a uwag
na fakt, e figury powtarzaj  si  co pi  miejsc, wi c
wystarczy skupi  si  na pierwszej pi tce (8) i przeliczy  j

7.

6.
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odpowiedni  liczb  razy albo „patrze ” na szlaczek pi tkami 
(9–11). Tak e i przy takim rozumowaniu dorysowanie kolej-
nych figur najwyra niej zwi ksza poczucie bezpiecze stwa
(11, 12).

8.

9.

10.

11.

12.
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adne i bardzo ró norodne j zykowo i matematycznie 
odbicie znajduje to „powtarzanie si  co pi  miejsc” w opi-
sach metody post powania (podpunkt b). Od sformu owa
do  nieprecyzyjnych (1, 2), przez znacznie bardziej jedno-
znaczne (3–5), po próby wykorzystania liczb i dzia a  (6, 7) 
oraz bardzo dojrza e matematycznie sformu owanie ogólnej 
regu y (8). 
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.
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Niektórzy uczniowie widzieli w szlaczku powtarzaj ce si
dziesi tki czy nawet dwudziestki znaczków:

Pojawia y si  tak e opisy metod zdecydowanie mniej sku-
tecznych:
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Jak wida , bogactwo metod i opisów jest du e.
Zwraca uwag , e dzieci ch tnie si gaj  w swoich 
wyja nieniach po przyk ady, ilustruj ce jak  ogóln
prawid owo  czy metod . Taki paradygmatyczny, czyli 
przedstawiaj cy pewn  ogóln  zasad , przyk ad jest dla 
nich prawdopodobnie wygodnym narz dziem do pokazy-
wania, wyja niania i przekonywania. Odwo ywanie si  do 
takich w a nie przyk adów mo e by  dobr  metod  argu-
mentowania na tym etapie kszta cenia. Warto o tym 
pami ta .

Podpunkt c zadania wymaga  od uczniów nieco 
innego rozumowania ni  podpunkt a, czyli zwrócenia 
uwagi na miejsca kolejnych kó ek, kwadratów itd.: 

W cz ci przypadków sko czy o si  tylko na próbach: 
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Niewielka grupa uczniów nie mog a sobie wyobrazi , e
szlaczek ci gnie si  dalej: 

A niektórzy uczestnicy testu chyba uruchomili swoje 
osobiste „strategie”:

Druga z wykorzystanych w te cie prawid owo ci
by a przedstawiona za pomoc  zapisu symbolicznego  
i dotyczy a sekwencji dzia a :
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Mniej ni  ¼ uczniów (23,5%) poprawnie odczyta a
uk ad dzia a  oraz cyfr w iloczynach i dopisa a dwie kolejne 
równo ci, a niektórzy nawet du o wi cej:

Autor rozwi zania 1 „zatrzyma  si ” we w a ciwym 
miejscu – od nast pnego dzia ania zauwa ona prawid owo
zmienia swoj  posta , z rz du do rz du zaczynaj  „w dro-
wa ” jedynki. Trzy ko cowe równo ci z rozwi zania 2 s
wi c matematycznie niepoprawne (co nie mia o wp ywu na 
zaliczenie tego rozwi zania), cho  ucze  bardzo konsek-
wentnie i – ze swojego punktu widzenia – racjonalnie stosuje 
zauwa on  prawid owo .

Nie poradzi o sobie z tym zadaniem 76,5% uczniów, 
cho  niektórym z nich zabrak o naprawd  niewiele: 

1.

2.

3.

4.
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Inni tworzyli swoje w asne regu y i konsekwentnie si  ich 
trzymali: 

10,6% uczniów zastosowa o t  sam  „strategi  obronn ” – 
zamiast dopisa  nowe, powtórzy o kilka spo ród równo ci
podanych ju  w zadaniu. Jeden z uczniów przy tej okazji 
wykaza  si  ca kiem niez ym wyczuciem symetrii (por. 8).  

A  9,9% uczniów nie podj o próby rozwi zania tego 
zadania.

5.

6.

8.

7.

9.
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Badaniem takich „rytmów”, jak w pierwszym z przyto-
czonych wy ej zada  dzieci mog  zajmowa  si  z powodze-
niem ju  w przedszkolu14. Mog , praktyka to jednoznacznie 
potwierdza. I warto, aby to robi y!

Od lat naukowcy, a i praktycy tak e, zadaj  sobie 
pytanie: dlaczego tak si  dzieje, e niektóre dzieci odnosz
sukcesy w uczeniu si  matematyki, a dla innych jest to wr cz
„droga przez m k ”?

Przecie :

Ka dy normalny ucze  jest zdolny do poprawnego rozu-
mowania matematycznego, je eli odwo amy si  do jego 
aktywno ci i je eli uda si  nam usun  zaburzenia 
emocjonalne, które cz sto wywo uj  uczucie ni szo ci na lek-
cjach z tej w a nie dziedziny wiedzy.15

Z t  opini  J. Piageta, wybitnego szwajcarskiego psy-
chologa, trudno polemizowa .

No w a nie: je eli b dziemy si  odwo ywa  do aktyw-
no ci (intelektualnej!) dzieci. Powtarzali my to ju  wielo-
krotnie. Jest to zabieg, którzy przek ada si  tak e na 
obni enie poziomu powstaj cych zaburze  emocjonalnych – 
znacznie efektywniej jest zapobiega  ich powstawaniu ni
boryka  si  z nimi, gdy ju  zaistniej .

Potwierdzaj  to jednoznacznie prowadzone w ostatnich 
latach badania, dzi ki którym formu uje si  coraz wi cej
praktycznych wniosków oraz dydaktycznych sugestii doty-
cz cych procesu rozwijania umiej tno ci matematycznych 
dzieci. Badania te pokazuj 16, e jedn  z zasadniczych cech 
ró ni cych dzieci, które odnosz  sukcesy ucz c si  mate-
matyki od tych, które maj  z ni  k opoty, jest sposób 
podej cia do „matematycznej materii” pojawiaj cej si
w procesie kszta cenia.

Ci pierwsi uczniowie spontanicznie poszukuj  zwi z-
ków i zale no ci, zestawiaj  nowe obiekty i sytuacje 
z wcze niejszymi, zwracaj  uwag  na to, co si  powtarza i na 
uderzaj ce ró nice – nastawieni s  na dostrzeganie i bada-
nie regularno ci. W naturalny (dla siebie!) sposób zauwa-
one regu y czy zwi zki wykorzystuj  w kolejnych etapach 

swojej dzia alno ci, w radzeniu sobie z trudno ciami, w argu-
mentowaniu, w wyja nianiu. Widz  i rozumiej , e ró ne
rzeczy si  ze sob  wi  i s  sobie wzajemnie „potrzebne”.  
                                                
14 Por. E. Gruszczyk-Kolczy ska, E. Zieli ska, Dzieci ca matematyka, WSiP, Warszawa 1997. 
15 J. Piaget, Dok d zmierza edukacja, Warszawa 1977, s. 87. 
16 Gray, E., Tall. D.: Duality, Ambiguity and Flexibility: A “Proceptual” View of Simple Arithmetic,
Journal forResearch in Mathematics Education, Vol. 25, No. 2 (Mar., 1994), pp. 16–140. 
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Ci drudzy – ka dy obiekt, dzia anie, zjawisko, sytuacj
traktuj  odr bnie i w izolacji od innych. Zawsze wi c ucz
si  „od nowa”. Ich matematyka sk ada si  z odr bnych, nie 
zwi zanych ze sob  cegie ek, mi dzy którymi nie ma ad-
nego „spoiwa”. Gmach budowany w ten sposób zawali si
przy najmniejszym podmuchu wiatru.  

Co z tych obserwacji wynika dla praktyki?  

Przede wszystkim to, e na ka dym kroku warto zach -
ca  dzieci do poszukiwania regularno ci i zwi zków mi dzy
wykorzystywanymi obiektami (liczbami, figurami) do rozwi-
jania umiej tno ci dostrzegania, formu owania i wyko-
rzystywania prawid owo ci, bo s  to umiej tno ci, które 
przek adaj  si  bezpo rednio na matematyczny rozwój 
dziecka.  

Te umiej tno ci mo na i nale y(!) rozwija . Warto 
robi  to systematycznie, zach caj c przy tym uczniów do 
wymy lania i prezentowania zagadek.

Mo na do tego wykorzystywa  ró norodne sekwencje 
figur czy liczb – zaczynaj c od takich, w których powtarza 
si  dwa, pi  albo dziesi  kszta tów (pozwalaj  one 
generowa  stosunkowo proste regu y) i stopniowo przecho-
dz c do sytuacji trudniejszych: 

czy nawet znacznie trudniejszych :

o ile tylko dzieci polubi  tego typu wyzwania.

Podobne okazje mo emy dzieciom stwarza  na ka dym 
kroku17, nawet tam, gdzie na pozór zupe nie nie ma na nie 
miejsca: 

1. Wpisz wyniki. Co czy dzia ania w ka dej serii?
A czym si  one ró ni ?
Dopisz nast pne pasuj ce obliczenia.

                                                
17 Por tak e: D. Klus-Sta ska, A. Kalinowska, Rozwijanie my lenia matematycz- 

nego m odszych uczniów, Wydawnictwo Akademickie „ ak”, Warszawa 2004. 

16 + 12 = 
16 + 13 = 
16 + 14 = 
16 + 15 = 
16 + 16 = 
…

16 + 12 = 
15 + 12 = 
14 + 12 = 
13 + 12 = 
12 + 12 = 
…

16 + 12 = 
17 + 13 = 
18 + 14 = 
19 + 15 = 
20 + 16 = 
…

16 + 12 = 
15 + 13 = 
14 + 14 = 
13 + 15 = 
12 + 16 = 
…

16 + 12 = 
15 + 11 = 
14 + 10 = 
13 +   9 = 
12 +   8 = 
…
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26 – 12 = 
27 – 13 = 
28 – 14 = 
29 – 15 = 
30 – 16 = 
…

26 – 12 = 
25 – 11 = 
24 – 10 = 
23 –   9 = 
22 –   8 = 
…

26 – 12 = 
26 – 11 = 
26 – 10 = 
26 –   9 = 
26 –   8 = 
…

26 – 12 = 
27 – 12 = 
28 – 12 = 
29 – 12 = 
30 – 12 = 
…

26 – 12 = 
25 – 12 = 
24 – 12 = 
23 – 12 = 
22 – 12 = 
…

2. A co czy te dzia ania? Dopisz nast pne.

3. Dodaj liczby z kó ek. Wynik zapisz wewn trz trójk ta.
Co czy te rysunki? A co si  w nich zmienia? Jaki 
rysunek powinien by  nast pny? Zrób go.

Wymy l w asn  zagadk .

4. Te kwadraty s  wype nione zgodnie z pewn  zasad .
Jaka to mo e by  zasada?
Dorysuj kilka pasuj cych kwadratów.

1 2
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3 4
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4 5
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1 3
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32
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Wymy l w asn  zagadk .

5. Wykonaj dzia ania. Jak powinien wygl da  nast pny
przyk ad? Zapisz go.

Wymy l w asn  zagadk .

6. Wykonaj dzia ania. Jak powinien wygl da  nast pny
przyk ad? Zapisz go.

Wymy l w asn  zagadk .

7. Te kwadraty s  wype nione zgodnie z pewn  zasad .
Jaka to mo e by  zasada?
Dorysuj kilka pasuj cych kwadratów.
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8. Jak powstaje liczba w kwadracie? Dorysuj kilka pasu-
j cych kwadratów.

Wymy l w asn  zagadk . Daj j  kolegom do rozwi zania.

9. Liczby zosta y podzielone na dwie grupy, w zale no ci
od tego, czy spe niaj  pewien warunek, czy te  nie. 

Gdzie nale y „wrzuci ” podane ni ej liczby?
Dlaczego?

10. Wykonaj obliczenia i porównaj ich wyniki.  
Czy podobnie b dzie dla innych takich par dzia a ?
Sprawd  to. Spróbuj wyja ni , dlaczego tak si  dzieje.

W ten sposób niepostrze enie, zaczynaj c od szukania 
prostych prawid owo ci i robi c tylko jeden niewielki krok, 
weszli my w wiat matematycznych problemów.

  9 × 9 = 
10 × 8 = 

8 × 8 = 
9 × 7 = 

7 × 7 = 
8 × 6 = 

8

1
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69

1

5, 35, 53, 104, 

2008, 3000 
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ROZWI ZYWANIE PROBLEMÓW 

Problem to zadanie, którego metody rozwi zania nie 
znamy, ale dysponujemy wiedz  wystarczaj c  do tego, aby 
metod  t  samodzielnie zbudowa . Rozwi zuj c problem 
mamy okazj  co  odkry , zauwa y  co  dla siebie nowego – 
wyj  poza dostarczone informacje. W efekcie, problem to 
zadanie na rzeczywiste zastosowanie posiadanej wiedzy  
i sprawdzenie poziomu jej u yteczno ci.

Podczas badania uczniowie rozwi zywali nast puj cy
problem:  

Pierwsza, wype niona piramidka pokazuje, w jaki spo-
sób i zgodnie z jak  zasad  ucze  powinien uzupe ni  trzy 
kolejne piramidki. Ta cz  zadania jest baz  dla stawianych 
dalej pyta . Jest to tak e okazja do zauwa enia przez 
uczniów pewnej bardzo prostej regu y. 28,2% uczniów nie 
potrafi o ustali , co dzieje si  z liczbami w wype nionej
piramidce – nie potrafi o wi c uzupe ni , zgodnie z regu ,
kolejnych piramidek. Niektórzy z nich tworzyli w asne
regu y:
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Dwa pocz tkowe pytania dotycz  zauwa onych przez 
ucznia podobie stw i ró nic pomi dzy wype nionymi pira-
midkami. Wykorzystywane przez uczniów cechy piramidek 
mog y dotyczy  zarówno ich zawarto ci, jak i np. wygl du.
Wszystkie podane przez uczniów faktyczne ró nice i podo-
bie stwa, nawet te nie zwi zane wprost ze stron  merytorycz-
n  problemu, by y zaliczane. Z t  cz ci  zadania poradzi o
sobie 43,8% uczniów, czyli mniej ni  po owa.

Najcz ciej uczniowie zwracali uwag  na to, e na dole 
s  te same liczby a na górze ró ne (1) (21,3%) oraz e na
dole s  te same liczby, ale ró ni  si  kolejno ci  (2-3) 
(14,1%).
1.

2.

3.

Pozosta e rozwi zania zwraca y uwag  na kszta t pira-
midek, ich wielko , wykonywane dzia anie itp.:
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Wype nione przez uczniów piramidki mia y im pozwo-
li  na sformu owanie hipotezy, dotycz cej zwi zku sposobu 
wpisywania liczb w dolnym rz dzie pól z wielko ci  ko -
cowego wyniku. Sposób w a ciwego wpisania liczb 6, 9 i 33, 
po uprzednim poprawnym wype nieniu trzech górnych pira-
midek, poda o 41,8% uczniów. 11,7% uczniów opu ci o t
cz  zadania. 

Na koniec ucze  mia  uzasadni , dlaczego zapropo-
nowany przez niego sposób wpisywania liczb gwarantuje 
otrzymanie najwi kszego mo liwego (dla danej trójki liczb) 
wyniku. Celem tej cz ci zadania by o sprawdzenie, jak 
dzieci poradz  sobie ze sformu owaniem krótkiej argu-
mentacji.  

Tylko 11,0% uczniów zaprezentowa o racjonaln
argumentacj , np. wprost zwracaj c uwag  na to, e liczba 
wpisana w rodkowe pole jest dwukrotnie dodawana (8,3%): 

Niektórzy si gali po negacj :
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Jak wida , cz  uczniów by a bardzo precyzyjna  
w swoich wyja nieniach. Pojawi o si  tak e sporo sformu-
owa  bardziej j zykowo „dynamicznych”:  

1.

2.

3.

4.

5.

6.

Stworzone przez dzieci zwroty: dobrze j  dodawa (1),
liczba wszystkie dodaje (2), dodawa  przez t  liczb (3, 4, 6)
… maj  nieco nietypow  form , ale ich sens jest do
oczywisty.

W innych argumentacjach pojawi y si  jeszcze bardziej 
barwne, ale nadal czytelne i zrozumia e, sformu owania:

7.

8.
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9.

10.

11.

Nieznaczna cz  uczniów (0,7%) analizowa a wszyst-
kie mo liwo ci wpisania liczb: 

Inni uczniowie

– albo opisywali s ownie, jak wpisali liczby do piramidki:  

– albo stwierdzali po prostu: tak nale y wpisa , aby wynik 
by  najwi kszy i to tak e wtedy, gdy sposób wpisania 
liczb wcale nie dawa  najwi kszej mo liwej sumy: 

– albo „za atwiali” spraw  jeszcze krócej:
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Niektórzy poszukiwali bardziej pragmatycznych, czy  
– ich zdaniem – bardziej matematycznych „argumentów”: 

Zdarza y si  równie  pojedyncze przypadki „matema-
tycznego protestu”: 

cznie, tego typu próby argumentacji sformu owa o
58,2% uczniów. A  30,8% uczniów w ogóle pomin o t
cz  zadania.

Przyjrzyjmy si  bli ej przytoczonym wypowiedziom 
uczniów. Co to znaczy, e liczba spotka si  z dwiema 
mniejszymi (7), albo e liczba ze rodkowej cz ci idzie  
w boki (9)? Przecie  liczby nie chadzaj  sobie w celach 
towarzyskich i nie cz  si  (10) z innymi liczbami.  

Traktuj c te zwroty dos ownie, nale a oby stwierdzi ,
e s  one pozbawione sensu. A przecie  ich sens jest jasny  

i zrozumia y.
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Co robimy, gdy kto  poprosi nas o podanie tego 
kwadratowego czy okr g ego pude ka stoj cego na pó ce?
Szybko si gamy po odpowiednie opakowanie (o kwadra-
towej podstawie w pierwszym przypadku oraz po puszk
w kszta cie walca w drugim – opakowa  w kszta cie kuli 
raczej si  nie produkuje, bo ci ko si  je przewozi, stawia 
oraz otwiera) i podajemy. eby spe ni  oczekiwania pro-
sz cej osoby, wcale nie musimy wiedzie , e pierwsze 
opakowanie to prostopad o cian, a drugie to walec. I tak 
doskonale rozumiemy, o co jej chodzi.  

A co wtedy, gdy kuzyn zapyta nas, kiedy ostatnio 
rozmawiali my z Krakowem, albo kole anka polonistka zada 
nam pytanie, kiedy ostatnio czytali my Prusa? Wiadomo, 
e w pierwszym przypadku chodzi o rozmow  z ciotk  (stra-

szna gadu a), która mieszka w Krakowie, a nie o s uchanie
echa na krakowskim rynku, a w drugim o utwory literackie. 

ywy j zyk obfituje w ró norodne figury stylistyczne, 
które charakteryzuj  si  „nietypowym” u yciem pewnych 
s ów. Do  cz sto spotykanym, cho  chyba ma o znanym, 
typem figury stylu, jest metonimia18. Metonimia, to zast pie-
nie jednego s owa innym, najcz ciej z nim jako  zwi za-
nym, np.: relacj cz  za ca o  lub ca o  za cz
(opakowanie i jego podstawa, miasto i osoba w nim miesz-
kaj ca). Metonimie tworzone s  na ogó  nie wiadomie  
i nie wiadomie odbierane oraz rozumiane. Zwi zek istniej cy
mi dzy s owem zast powanym i zast puj cym sprawia,  
e metonimia jest prawie zawsze atwo, szybko i dobrze 

rozumiana. 

Inn  kategori  figur stylu s  metafory – metafora
pojawia si  wtedy, gdy u ytemu s owu nadajemy pewne 
umowne, cz sto bardziej obrazowe czy bardziej wyraziste, 
znaczenie: inne liczby korzystaj  z tej w rodku (8); i wtedy 
33 dysponuje najwi kszym zasi giem (11). Metafory cz sto
eksponuj  pewne podobie stwa, bazuj  na zauwa onych
analogiach. S  one zazwyczaj tworzone wiadomie i ich sfor-
mu owanie wymaga ju  pewnego wysi ku intelektualnego. 
By  mo e wypowiedzi zacytowane wcze niej (7, 9, 10) tak e
maj  metaforyczny charakter – nie zawsze daje si  to 
jednoznacznie rozstrzygn .

Zasadnicza ró nica pomi dzy metonimiami i metafo-
rami polega na tym, e te pierwsze s  tworzone nie wiadomie 
i atwo, a te drugie wymagaj  skupienia i zrozumienia tego, 
co chce si  opisa .

Obie te figury stylu maj  du e znaczenie dla mate-
matyki, zw aszcza w trakcie jej budowania. Praktyka szkolna 
                                                
18 H. Bauersfeld, W. Zawadowski, Metafory i metonimie w nauczaniu 
matematyki, Dydaktyka Matematyki 155–186, PWN, Warszawa 1988 
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pokazuje, e dzieci, odkrywaj c co , dostrzegaj c jaki  zwi -
zek, zaczynaj  mówi  (a cz sto i pisa ) figuratywnie – 
brakuje im precyzyjnych i dos ownych sformu owa , cz sto
nie mog  znale  w a ciwych s ów, zaczynaj  wi c tworzy
pewne zwroty „na gor co”, aby jak najszybciej przekaza
swój pomys  czy spostrze enie. W takiej sytuacji, zw aszcza,
gdy odkrycie jest efektem pewnego dzia ania, bior  s owo,
które jest „pod r k ” i u ywaj  go w innym ni  zwyk e
znaczeniu – tworz  i wykorzystuj  metonimie.  

Bardzo cz sto próba opisania przez dziecko swoich 
czynno ci ma charakter metonimiczny – jedne s owa zast pu-
j  inne s owa. Osobie nastawionej na j zykow  poprawno
mo e wydawa  si , e ma do czynienia z jakim  be kotem, 
gdy tymczasem w rzeczywisto ci ma do czynienia z rodz -
cym si  zrozumieniem tego, co si  wydarzy o, co dziecko 
zobaczy o. Wystarczy pozwoli  uczniowi na spokojne 
powtórzenie swojej obserwacji czy argumentacji, aby 
stopniowo w miejscu metonimii zacz y si  pojawia
sformu owania dos owne albo metafory – rozumienie dziecka 
pog bia si , jego wypowied  staje si  bardziej wiadoma, 
zmienia si  wi c jej j zykowy charakter.

Zach cajmy dzieci, aby jak najcz ciej mówi y
o swoich spostrze eniach, rozwi zaniach, odkryciach, bo 
tylko wtedy b d  rozwija  swój j zyk – tak e mate-
matyczny. I nie warto ciujmy pochopnie wypowiedzi ucznia, 
bo to, czego w niej nie zrozumieli my, mo e mie  charakter 
figuratywny, mo e by  dopiero pierwszym krokiem w stron
czytelniejszego „wy o enia” my li. Zamiast powiedzie :
mówisz g upstwa, popro my go, aby spróbowa  powiedzie  to 
samo w troch  inny sposób. Lepiej, eby dzieci mówi y „nie-
precyzyjnie”, ni  nie mówi y wcale. Im d u ej b d  mówi y
na konkretny temat, tym trafniejsze, lepiej umotywowane  
i atwiejsze do zrozumienia dla obserwatora „z zewn trz”
b d  padaj ce sformu owania.

Im „dok adniej” b dziemy s ucha  uczniów, tym 
wi cej b dziemy wiedzie  o ich sposobach rozumowania 
i rzeczywistym poziomie wiedzy i tym atwiej b dzie nam 
ich wspiera  w dalszym matematycznym rozwoju.
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ANALFABETYZM CZY ALFABETYZM 
MATEMATYCZNY?

Polskie spo ecze stwo boi si  matematyki i ma na jej 
temat fa szywe wyobra enia. Jak e cz sto doro li wykszta -
ceni ludzie wspominaj  w rodkach masowego przekazu  
o swoich k opotach z matematyk  – na ogó  zachowuj c si
tak, jakby jej nieznajomo  by a czym  cennym, w a ciwym 
i nobilituj cym. Czy to rzeczywista duma, czy mo e tylko 
reakcja obronna? A je li duma, to z czego? Przy okazji 
nasuwa si  jeszcze jedno pytanie: dlaczego japo ska ami-
g ówka sudoku sta a si  tak popularna w naszym kraju 
pe nym humanistów? Przecie  wymaga ona metod post -
powania i wnioskowania typowych w a nie dla matematyki. 
Czy dlatego, e nie kojarzy si  nam ze szko ?

Podobnie jest te  w innych krajach. Powszechno
zjawiska, polegaj cego na braku elementarnej umiej tno ci
pos ugiwania si  na co dzie  narz dziami proponowanymi 
przez matematyk , sk ania do zastanowienia si , czy nie 
mamy do czynienia ze zjawiskiem spo ecznym, które trzeba 
by nazwa analfabetyzmem matematycznym19.

Z drugiej strony, od kilku lat coraz g o niej mówi si
o tym, e dla rozwoju spo ecze stw i dla jako ci ich ycia
ogromne znaczenie ma (i b dzie mie ) poziom matematycz-
nego oraz technicznego wykszta cenia obywateli. Dlatego te
Unia Europejska k adzie coraz wi kszy nacisk na podno-
szenie szeroko rozumianej kultury matematycznej obywateli 
krajów cz onkowskich, widz c w tym mi dzy innymi klucz 
do budowania opartej na wiedzy nowoczesnej europejskiej 
gospodarki.

Podobnie my l  rz dy innych pa stw, o czym wiadcz
dzia ania Organizacji Wspó pracy Gospodarczej i Rozwoju 
(OECD), skupiaj cej najbardziej rozwini te pa stwa wiata.
Z inspiracji tej mi dzynarodowej instytucji kilka lat temu 
uruchomiono program PISA – Program Mi dzynarodowej
Oceny Umiej tno ci Ucznia, który stawia sobie za cel 
systematyczne badanie trzech, zdaniem ekspertów programu 
zasadniczych z perspektywy wyzwa  doros ego ycia, kom-
ponentów wiedzy pi tnastoletnich uczniów: rozumienia teks-
tu, alfabetyzmu matematycznego oraz my lenia naukowego20.

Alfabetyzm w dziedzinie matematyki zdefiniowano 
na potrzeby bada  PISA jako zdolno  do rozpoznawania  

                                                
19 Por. J. A. Paulos, Analfabetyzm matematyczny i jego skutki, GWO, Gda sk 1999. 

20 Por. I. Bia ecki, A. Blumsztajn, D. Cyngot: PISA – Program Mi dzynarodowej  
Oceny Umiej tno ci Ucznia, Warszawa 2003. 
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i zrozumienia roli, jak  matematyka odgrywa we wspó czes-
nym wiecie, do formu owania s dów opartych na matema-
tycznym rozumowaniu oraz do wykorzystywania umiej tno ci
matematycznych tam, gdzie wymagaj  tego potrzeby codzien-
nego ycia.21

W pierwszej edycji bada  PISA, w roku 2000, skupiono 
si  przede wszystkim na umiej tno ci czytania ze zrozu-
mieniem. Trzy lata pó niej, w drugiej turze bada , zasad-
niczym obszarem badanym by  w a nie alfabetyzm mate-
matyczny.  

Jak wypadaj  matematyczne umiej tno ci polskich pi t-
nastoletnich uczniów w porównaniu z umiej tno ciami ich 
rówie ników z 40 pa stw wiata?

Mówi c najogólniej – polskie wyniki s  poni ej red-
niej wyników bada 22, zatem powodu do rado ci raczej nie 
mamy. Okaza o si , e nasi uczniowie dobrze radz  sobie 
przede wszystkim z zadaniami, do rozwi zania których mo -
na zastosowa  algorytm rozwi zania znany ze szko y albo 
algorytm opisany w tre ci zadania. Natomiast wypadaj
kiepsko – w porównaniu z uczniami z innych krajów – na 
przyk ad w tych sytuacjach, w których trzeba samodzielnie  
i twórczo my le , czyli tam, gdzie maj  zastosowa  posia-
dan  wiedz  w nowej dla siebie sytuacji. 

Umiej tno  stosowania posiadanej wiedzy mo na roz-
wija  tylko … próbuj c stosowa  (w nowych sytuacjach!) 
posiadan  wiedz . Im w bezpieczniejszych warunkach, tym 
lepiej. By nauczy  si  tworzy , trzeba przede wszystkim 
mie  okazj  i mo liwo  tworzenia. Nic tego nie zast pi.
Prawda, jakie to proste i oczywiste? 

Je eli istniej ca sytuacja ma si  zmieni , je li alfa-
betyzm ma pokona  analfabetyzm, musimy od samego 
pocz tku edukacji k a  nacisk na intelektualn  aktywno
i samodzielno  uczniów, musimy ich zach ci  do matema-
tycznych poszukiwa  i matematycznych rozumowa  na mia-
r  ich mo liwo ci. Zatem: 

 si gajmy w procesie kszta cenia po sytuacje bliskie  
i zrozumia e dla dzieci, 

 odwo ujmy si  jak najcz ciej do do wiadcze  uczniów 
i ich wiedzy pozaszkolnej, 

 starajmy si , aby dzia anie i rysunek poprzedza y
symbole i im towarzyszy y,

 korzystajmy z j zyka potocznego, stopniowo wzboga-
caj c go tylko o te poj cia i symbole, których sens jest 
ju  dzieciom znany, 

                                                
21 I. Bia ecki i in., op. cit., s. 24. 
22 Wyniki bada  PISA mo na znale  na przyk ad na stronie Instytutu Filozofii  
   i Socjologii PAN: www.ifispan.waw.pl. 
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 twórzmy okazje do dzieci cych do wiadcze  i ekspe-
rymentów, 

 zach cajmy dzieci do budowania oraz stosowania w as-
nych strategii, 

 pozwólmy im opowiada  i rozmawia  na temat swoich 
spostrze e  i odkry , ale tak e trudno ci i w tpliwo ci,

 zawsze bardzo uwa nie ich s uchajmy, 

a przede wszystkim


