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WSTEP

Nauczanie matematyki w klasach najmtodszych ma coraz bardziej
sformalizowany charakter. Przejawia si¢ on w dwoch wspotistniejacych
warstwach obejmujacych dziatania nauczyciela oraz zmiany zwigzane

z nimi w umysle ucznia.

Pierwsza — zewngtrzna, ma swoje ukonstytuowanie w precyzyjnie
opracowywanych propozycjach lekcyjnych, wyposazanych dodatkowo
przez wydawnictwa w gotowe zestawy ¢wiczen, pomoce dla nauczyciela
itp. Ten ostatni ,,nie musi juz ruszyé reka ani noga™'. Nauczyciele wie-
rzac w moc sprawcza tak szczegdtowo przemyslanego programu, tym

doktadniej staraja sig realizowac jego zalozenia.

Warstwa wewngtrzna sformalizowanego nauczania matematyki
przejawia si¢ w niepokojacych skutkach mentalnych mtodszych uczniow.
Ich wiedza ogranicza sig¢ czgsto do zestawu wycwiczonych algorytmow,
ktore w bardzo malym zakresie wspomagaja rozwijanie mys$lenia

matematycznego.

Inspiracja do napisania tej ksiazki byly wyniki ogolnopolskich
badan podstawowych umiejgtnosci jezykowych i matematycznych trze-
cioklasistow prowadzonych w ramach projektu realizowanego przez
Centralnag Komisj¢ Edukacyjna, wspétfinansowanego przez Europejski
Fundusz Spoteczny. Badania obejmujace uczniow klas trzecich oraz ich
nauczycieli zostaly przeprowadzone w roku 2006, a nastgpnie powto-
rzone i uzupelnione w roku 2008. Uczniowskie strategie radzenia sobie
z zadaniami proponowanymi w testach nosza czgsto niepokojace znamio-
na braku umiejgtnosci przetwarzania wiedzy matematycznej prowadzace
do ,.bezmyslnoéci matematycznej™. Badani trzecioklasisci wykazywali
si¢ bardzo wysokim poziomem sprawno$ci narz¢dziowych ogranicza-
jacych sie¢ do mechanicznego wykonywania obliczen (na przyktad pi-
semnych), nie radzac sobie jednoczesnie w prostych przyktadach

odwotujacych sig do strategii niekoniecznie wyéwiczonych na lekcjach.

! Przytoczytam tu fragment wypowiedzi nauczycielki o nowym, whasnie przez nia
wybranym pakiecie edukacyjnym.

2 Wigcej na ten temat mozna znalez¢ w: D. Klus-Stanska, A. Kalinowska, Rozwijanie
myslenia matematycznego miodszych uczniow. Warszawa 2004, M. Dabrowski,
Pozwdlmy dzieciom mysle¢. Warszawa 2008.



Mysla przewodnia ksiazki jest ukazanie konieczno$ci takiego
organizowania zajg¢ matematycznych w szkole, ktore umozliwi uczniom
samodzielne dzialanie w przestrzeni realnych przedmiotoéw oraz w prze-
strzeni symboli matematycznych. Przez dziatanie rozumiem prowadzenie
badan w zakresie zadanego problemu. Uczen musi manipulowac konkre-
tami (réwniez w sensie danych liczbowych), odkrywajac jednoczesnie
prawidtowosci matematyczne. Nie chodzi wigc o to, zeby uczniowie
wykonywali dziatania na konkretach, ktorych celem jest ,,zilustrowanie”
wprowadzonych na lekcji operacji symbolicznych, ale o zupelne odwro-

cenie sytuacji edukacyjne;j.

Odkrywanie prawidtowo$ci matematycznych, dzigki wprowadza-
niu zmian w §$wiecie rzeczywistych przedmiotéw, jest pierwszym
(i niezbednym) etapem rozumienia poje¢ matematycznych. Te doswiad-
czenia stanowi¢ musza bazg¢ dla konstruowania symbolicznej wiedzy
matematycznej, a ich r6znorodnos$¢ i bogactwo wspiera rozwoj myslenia

uczniow.

W tym konteks$cie ksiazka jest swego rodzaju polemika z niekto-
rymi, powszechnymi wsrod nauczycieli, przekonaniami edukacyjnymi

w zakresie nauczania matematyki na poziomie wczesnej edukacji.

W pierwszym rozdziale ukazano niektére mechanizmy szkolnej
edukacji, ktore przyczyniaja si¢ do trudnosci matematycznych uczniow
w starszych klasach. Ich zrodet mozna szuka¢ w wielu obszarach syste-
mu szkolnego. Tu podjgto probg ukazania przede wszystkim tych, ktore

»wyrastaja” z ideologii nauczycielskich.

W badaniach realizowanych w ramach projektu uczestniczyli
réwniez nauczyciele wypehiajac, miedzy innymi, ankiet¢ z propozyc-
jami stwierdzen dotyczacych procesu nauczania matematyki. Ustosunko-
wujac si¢ do nich, nauczyciele wezesnej edukacji odstaniali jednoczesnie

pewien profil osobowosciowo-zawodowy.

Niektore z tych stwierdzen zostaly wykorzystane jako tytuly czesci
rozdzialow. Pozostate rozdziaty otrzymaly tytuly bedace cytatami z wy-
powiedzi nauczycielskich. Przyjecie odmiennej formy graficznej wska-
zuje na brak utoisamiania si¢ autorki 7 ich brzmieniem. W kolejnych
rozdziatach zwrocono bowiem uwage na mityczny charakter niektorych
przekonan nauczycieli wezesnej edukacji oraz ich, czesto destrukcyjny

skutek, dla kompetencji poznawczych uczniow.
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Ksiazka przeznaczona jest dla nauczycieli wczesnej edukacji,
rodzicow oraz wszystkich, ktorym lezy na sercu takie uczenie sig
matematyki, ktore bedzie przede wszystkim zrodtem satysfakcji poz-

nawczej uczniow, ich rosnacego poczucia kompetencji i mocy sprawcze;.
Chciatabym szczegolnie podzigkowaé nastgpujacym osobom:

Mirkowi Dabrowskiemu oraz wszystkim cztonkom Zespotu
Badawczego za mozliwo$¢ do$wiadczania ciaglej inspiracji do refleks;ji
edukacyjnej;

Ani Deren za wykonanie dowcipnych rysunkéw wzbogacajacych
tres¢ ksiazki.



DLACZEGO MATEMATYKA STAJE SIE
CORAZ MNIEJ ZROZUMIALA DLA UCZNIOW?

Matematyka, jako dyscyplina wiedzy, jest niewatpliwie zwiazana
z rozwojem intelektualnym jednostki i postrzegana powszechnie, jako
jedna z trudniejszych dziedzin wiedzy. Ma ona charakter operacyjny,
a pojgcia matematyczne sa abstrakcyjne. Kompetencja ich rozumienia
jest wige zwiazana z odpowiednim poziomem rozwoju dziecka.

Czesto rowniez wyrazane jest przekonanie, ze juz w przypadku
najmlodszych uczniow, tylko specjalne zdolnosci (matematyczne)
gwarantujg sukces. W ten sposob porazki moga by¢ thumaczone przy-
czynami zewngtrznymi (cechy wrodzone) w stosunku do podejmo-
wanych dziatan edukacyjnych. Walka o zmiang sytuacji dziecka
doswiadczajacego niepowodzen wydaje si¢ wowczas niezwykle trudna.

Sprobujmy przyjrze¢ si¢ poczatkom zdobywania doswiadczen
matematycznych oraz kolejnym ich etapom. Pomocna w wyjasnianiu
tego procesu (i powstawania wszystkich innych poje¢ abstrakcyjnych)
bedzie teoria reprezentacji J. Brunera’. Zdaniem tego psychologa
— konstruktywisty cztowiek rozwija si¢ poznawczo dzigki konstruowaniu
w umysle reprezentacji ogoélnie rozumianych zdarzen. Trzy typy repre-
zentacji: enaktywna, ikoniczna i symboliczna, stanowia kolejne etapy
rozumienia sytuacji (rowniez matematycznych). Doswiadczenia enak-
tywne pozwalaja na zauwazanie prawidtowo$ci w zmianach dokonywa-
nych na realnym S$wiecie, ikoniczne stanowia odzwierciedlenie ich
w wyobrazni, a symboliczne odwotuja si¢ do rozumienia pojgcia
matematycznego.

Wielu rodzicow dzieci w wieku przedszkolnym, ktére z zapatem
odkrywaja $wiat, dostrzega i akceptuje potrzebg samodzielnego eksplo-
rowania rzeczywistosci realnej. Dzieci w tym wieku zadaja nieoczeki-
wane 1 nielatwe pytania, fascynuja si¢ zagadkami logicznymi czy
matematycznymi wyzwaniami. Juz kilkulatki potrafia niezmordowanie
zglebiac interesujacy je problem oraz uwielbiaja zmagacé si¢ z prostymi
obliczeniami, proszac o przyktady i od nowa pokonujac trudnosci. Ciesza
si¢ z odniesionego sukcesu i maja poczucie mocy sprawczej. Uwazaja, ze
moga sobie poradzi¢ w wielu trudnych sytuacjach poznawczych.

Formalny sposéb nauczania matematyki w szkole do$¢ szybko
moze zniweczyC osiagnigte juz sukcesy intelektualne i emocjonalne
dziecka. Nauczyciele, majac $wiadomo$¢ (czgsto oparta na wiasnych

3 J. Bruner, Poza dostarczone informacje. Warszawa 1978.
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doswiadczeniach szkolnych) trudnos$ci z uczeniem si¢ matematyki,
probuja przyblizy¢ rozumienie pojgc, starajac si¢ wyjasni¢ wszystko
swoim uczniom. Pragna rowniez uchroni¢ ich od bledow w obawie o ich
zakotwiczenie w dziecigcych umystach.

Te niepokoje znajduja swoj wyraz w probach pelnego kontrolo-
wania kazdego kroku uczniow w przekonaniu, ze zapewni ono im
poprawne poznawanie poje¢ matematycznych. Polecajac rozwigzanie
zadania, nauczyciele chca mie¢ pewno$¢, ze uczen nie popetni bledu,
a w kazdym razie uda si¢ zminimalizowac¢ takie niebezpieczefistwo.

To przekonanie czgsto towarzyszy nauczycielowi w sytuacji, gdy
wiele razy pokazywat sposob rozwigzywania i oméwil go z calq klasa,
upewniajac sig, ze wszyscy juz rozumiejg. Wowczas mogt pozwoli¢ na
samodzielne radzenie sobie z podobna trudnoScia matematyczna
uczniom, ktdrzy, zdaniem nauczyciela: nie sq zostawieni sami sobie, ale
mogq przypomnie¢ sobie, jak to sig¢ robi.

Wydaje sig, ze cel zostat osiagnigty i w pewnym sensie jest tak
istotnie. Uczniowie poprawnie beda rozwiazywali kolejne podobne
zadania, na przyktad ,,na odejmowanie w zakresie 100”.

Nalezy jednak zdawac sobie sprawe z dalej siggajacych skutkow
takiego wprowadzenia uczniow Ww $wiat poje¢ matematycznych.
Myslenie matematyczne nie polega bowiem na przypominaniu sobie, jak
rozwigzywalo si¢ poprzednie zadanie. Ten sposob radzenia sobie z trud-
no$cia w niewielkim jedynie stopniu ksztalci umiejgtno$¢ przetwarzania
wiedzy matematycznej tak, aby byla ona uzyteczna w sytuacjach nowych
poznawczo. W konkursach matematycznych nie ma zadan stereotypo-
wych wiasnie dlatego, ze umiej¢tnos¢ myslenia przejawia si¢ w konfron-
tacji z nieznanym problemem. Uczniowie jednak rzadko maja okazj¢ do
rozwijania wiedzy w ten sposob. Wielu nauczycieli oczekuje, ze bgda
mysleli w sposob Scisle okreslony i podany w gotowej postaci.

W miar¢ uptywu lat szkolnych wielu uczniom coraz trudniej
porzadkowaé wiedzg matematyczng wedlug wzordw postgpowania
przekazywanych przez nauczyciela. W miarg uabstrakcyjniania si¢ po-
znawanych operacji matematycznych przestaja one by¢ czytelne, nie
tylko ze wzglgdu na poziom ztozonosci, ale przede wszystkim dlatego, ze
uczniowie przestaja nadawaé im znaczenia. Nowy, nierozpoznany dotad
problem, mozna bowiem ,,0swo0i¢” jedynie dzigki zrozumieniu go
na swoj sposob. Inaczej moéwiac, ulokowa¢ go w umysle integrujac
z wcezesniejszymi doswiadczeniami poznawczymi, ktorym nadano juz
wczesniej znaczenia osobiste.



Rozumienie poj¢¢ matematycznych ma swoje zrodto w operacjach
logicznych wywodzacych si¢ z dziatania na przedmiotach. Szczegélnie
na poziomie klas najmtodszych jako$¢ rozumienia dzialan matematycz-
nych, czy relacji migdzy wielko$ciami matematycznymi w zadaniu
tekstowym, jest zdeterminowana iloécia i réznorodnoscia dziatan dziecka
w przestrzeni materialnej. Musi ono oddzialywa¢ na rzeczywistosc¢,
dokonywa¢ w niej zmian, zeby moglo nastgpnie odwotywac sig do nich.

Nie chodzi tu jednak o pogladowe nauczanie, w ktorym dzieci
przygladaja si¢, jak dziala nauczyciel, ale o pozwolenie uczniom na
kontynuowanie sposobu poznawania rzeczywistosci z czasu pozaszkol-
nego. Nie wystarczy powiedzie¢ im, jak jest, ale trzeba spowodowac,
zeby nauczyli si¢ wyobraza¢ sobie relacje logiczne, na bazie ktorych
moga konstruowaé¢ rozumienie poj¢¢ matematycznych. Nauczyciel
w szkole nie definiuje przeciez swoim uczniom dodawania, wprowadza
jedynie symbol, pod ktérym uczniowie moga wyobrazaé sobie na
przyktad zsuwanie przedmiotow. Wyobrazenia natomiast konstruowane
sa w umysle dzigki wczesniejszym manipulacjom na przedmiotach,
podczas ktorych dziecko generowalo sposoby poradzenia sobie, gdy
miato na przyktad policzy¢, ile ma teraz lizakow, jesli od dziadka dostato
dwa lizaki i od babci dwa.

Podejmowane przez najmtodszych uczniow dziatania beda istnialty
w ich umystach w postaci zapamigtanych wyobrazen. Ich jakos$¢ i bo-
gactwo pomagaja zrozumie¢ nowe sytuacje matematyczne w osobisty,
w pewnym sensie unikalny sposob. Kazdy z nas przeciez nieco inaczej
rozumie pojecia. Jednakze zakres ich znaczenia u rdéznych osob naktada
si¢ na siebie w stopniu wystarczajacym i pozwala na komunikacjg.

Podobnie jest z pojgciami matematycznymi. Cho¢ wydaje sig, ze
stanowig $cisle okreslone i1 jednoznacznie rozumiane definicje, ich ro-
zumienie czgsto nie jest identyczne. Jesli zastanowimy sig, co rozumiemy
pod pojeciem ,,r6znica”, wydaje sig, ze jest to oczywiste. Wigkszos¢
z nas powiedzialaby, ze jest to wynik odejmowania lub po prostu odej-
mowanie. Jest to na pewno jaki§ zakres rozumienia. Nie jest on jednak
pelny, a nade wszystko jest malo uzyteczny.

Rozwiazujac zadanie: Powiedz bez obliczania, jaka bedzie
réznica, gdy od liczby 977 odejme liczbe o 131 od niej mniejsza?,
uzywamy pojecia ,,r6znica” tylko do zrozumienia, o czym jest to zadanie
(chodzi o odejmowanie), nie pomaga nam to jednak w jego rozwiazaniu.
Jesli znaczenie nadane temu pojgciu begdzie nieco inne: réznica jest to ta
wielko$¢, o jaka odjemna jest wigksza od odjemnika albo odjemnik jest
mniejszy od odjemnej, rozwiazanie zadania nie stanowi wigkszego
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problemu. Skoro liczba odejmowana jest od odjemnej o 131 mnigjsza, to
réznica miedzy nimi bgdzie wlasnie ta wielkoScia. Znaczenia osobiste
nadawane pojgciom matematycznym moga si¢ wigc znacznie migdzy
soba rézni¢, a nauczyciel czgsto nie ma petnej wiedzy o jakosSci tych
konstruktow w umystach uczniow.

Tymczasem, jak pokazuje rzeczywisto$¢ szkolna, znaczenia mate-
matyczne, czg¢sto schematycznie przyswajane przez uczniow, usztyw-
niaja si¢ w algorytmicznej formie. W taki spos6b zinterioryzowana
wiedza matematyczna z klas najmiodszych nie gwarantuje powodzenia
w nadawaniu znaczen pojgciom matematycznym w klasach starszych.

Matematyka nie moze by¢ bowiem zestawem schematycznych
trikéw do zastosowania w $ciSle okreslonej sytuacji. Na przyktad ko-
nieczno$¢ rozpisywania dzialania dodawania 8 + 6 = (8 + 2) + 4 = nie
jest gwarancja zrozumienia, w jaki sposob dodawanie zmienia liczby4.

Co oznacza natomiast sytuacja, gdy uczen tego typu obliczenia
wykonuje natychmiast w pamigci?

Odwotajmy si¢ do naszych ,,dorostych” sposobow obliczania. Jak
dodajemy w pamigci 67 + 8? Bardzo czgsto dopelniamy 67 + 3 + 5, cho¢
nie zawsze zdajemy sobie z tego sprawe. Uczen, ktdry bez rozpisywania
radzi sobie z przykladami analogicznymi do wyzej podanego przyktadu,
réwniez najprawdopodobniej dopehit do dziesiatki. W takiej sytuacji
konieczno$¢ rozpisywania staje sig¢ ucigzliwym i niepotrzebnym ¢wicze-
niem, a ksztattowanie rozumienia, czym jest dodawanie, przestaje intere-
sowaé. Najistotniejsza bowiem okazuje si¢ konieczno$¢ zapamigtania
podanego wzoru postgpowania.

Czgsto wydaje sig, ze nie zaszkodzi, jesli uczen, ktory potrafi
poda¢ wynik z pamigci, ,,dowie sig”, ze istnieje taki sposob zapisu.
Z perspektywy ucznia nie ma on jednak zadnej warto$ci, poniewaz
W niczym mu nie pomaga. On juz to przeciez obliczyt na swdj sposob
(najpewniej taki sam). Proby zachecania, a wrgez nakazywania roz-
pisywania podanym sposobem, nosza znamiona nie tylko straty czasu.
Takie sytuacje maja duzy wptyw na ksztaltowanie w uczniu poczucia, ze
jego strategie sa matlo istotne, ze nie powinien rozumie¢ na swoj sposob,
ale tak, jak pokazuje jego ,pani”’. Ta konieczno$¢ identyfikacji na-
uczycielskiego oczekiwania na ,,odpowiedni” sposdb rozumienia pojgé
matematycznych w krétkim czasie ogranicza naturalng sktonnos¢
dziecka do budowania samodzielnos$ci intelektualnej. Przyjmuje ono za
oczywista, taka konwencj¢ funkcjonowania w szkole, w ktorej dopoki

* Nie jest rowniez gwarancja rozumienia, czym jest przekraczanie progu
dziesiatkowego.
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nauczyciel nie powie, jak powinno by¢, nie jest mozliwe zrozumienie
tresci matematycznych. Zamiast wigc uniezaleznia¢ si¢ od nauczyciela
(czego zaczyna si¢ oczekiwa¢ od ucznia w klasach starszych), coraz
czgSciej — wraz z podwyzszaniem stopnia ogo6lnosci poje¢ matematycz-
nych — oczekuje doktadnych wyjasnien, wskazowek i kierowania proce-
sem rozwiazywania zadan. Matematyka staje si¢ coraz trudniejsza, mniej
zrozumiata, a ttumaczenie nauczyciela (nawet najlepsze) nie wystarcza,
aby wiedza stala sig¢ elastyczna i przydatna w sytuacjach nowych
poznawczo.

TARIM| PROSTYAL WYL\CZENIAMI ?

CIEVAW E (0 TANIA skeonieo DO
‘ZADHOWRM\& SIE CALE 2VCIE
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Uczniowie w klasach poczqtkowych nie mogq sami odkrywaé
pojeé matematycznych

Mityczno$¢ tego stwierdzenia konstytuuje si¢ w dos¢ powszech-
nym przekonaniu, ze najmlodsi uczniowie nie dysponuja jeszcze
mozliwoséciami do samodzielnego odkrywania znaczen matematycznych.
Zdaniem wielu nauczycieli, najpierw trzeba pokaza¢ dzieciom, jak moz-
na postgpowac, tworzac w ten sposob ,.bazg” poje¢ matematycznych
niezbednych do rozwiazywania zadan.

Jednym z najczgSciej uzywanych zwrotow, pojawiajacych sig
w sformutowaniach celow lekcji i jej tematu jest ,,wprowadzenie poje-
cia...,” uszczegétowione o konkretna nazwe. Istotne wydaje sig, w jaki
sposOb rozumiane to okreslenie i co wlasciwie nauczyciel ,,wprowadza”.

Wyobrazmy sobie zajecia matematyczne, ktorych celem jest
poznanie przez uczniow przemienno$ci dodawania w klasie 1. Okazato
sig, ze wszystkie dzieci natychmiast ,,chwycity”, w czym rzecz, wykony-
waly poprawnie przyktady z ¢wiczen i chetnie zglaszaty si¢ do odpowie-
dzi. Kazdy nauczyciel zyczylby sobie takich lekcji jak najwigcej.

Przyjrzyjmy si¢ jednak catej sytuacji wnikliwiej. By¢ moze za-
dowalajacy wydaje sig¢ fakt zapamigtania przez ucznidw, ze liczby
w dodawaniu mozna zamienia¢ miejscami, a wynik bedzie taki sam.
Zrealizowanie takiego oczekiwania nie stanowi dla nich wigkszego
problemu. Z duza tatwoscia wykonuja obliczenia, w ktorych zmieniaja
miejscami liczby wedtug wzoru: 2 +3+8=(2+8)+3 =.

Czy jednak mamy pewnos¢, ze kazdy uczen odpowie rowniez na
pytanie: Dlaczego tak sie dzieje? NajczgScie] przyjmujemy, ze jesli
wykonuja polecenie prawidlowo, to rozumieja, co czynia. To jednak nie
musi by¢ prawda. Jesli uczen nie wie, dlaczego zachodza pewne relacje
migdzy liczbami, odstania tym samym pewne ograniczenia w rozumieniu
tego pojecia. Dziecigce rozumienie jest wowczas bardziej intuicyjne i nie
zawsze ma szansg przeksztalci¢ si¢ w wiedzg uswiadomiona.

Zbyt czesto jednak dochodzi do sytuacji’, w ktorej uczen ogranicza
si¢ jedynie do odtworzenia podanej wczesniej drogi postgpowania. I choé¢
ta odtworcza wiedza moze zapewni¢ sukces w przypadku kolejnego
zadania, do ktorego uczen potrafi dopasowaé schemat, nie powinna by¢

5 Por. D. Klus-Stanska, Konstruowanie wiedzy w szkole. Olsztyn 2000, D. Klus-Stanska,
M. Nowicka, Sensy i bezsensy edukacji wezesnoszkolnej. Warszawa 2005, M. Dabrow-
ski, Pozwolmy dzieciom mysle¢. Warszawa 2009, M. Dabrowski (red.), Badanie umie-
Jetnosci podstawowych uczniow trzecich klas szkoly podstawowej. Trzecioklasista i jego
nauczyciel. Raport z badan ilosciowych 2008. Warszawa 2009.
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celem nauczycielskich dzialan. Przeciwnie — nauczyciel powinien dazy¢
do tego, aby uczen sam t¢ droge odkrywal, bowiem to wlasnie wiedza
samodzielnie konstruowana przez ucznidéw umozliwia im rozumienie
relacji matematycznych.

Przywotana wczesniej przemienno$¢ dodawania nabiera wigc zna-
czenia wowczas, gdy uczniowie sami zauwaza, ze manipulujac zbiorami
przedmiotéw, w dowolny sposob je ze soba tacza, a kolejnos¢ tej operacji
nie ma znaczenia dla wyniku.

Rozumienie przemienno$ci dodawania ksztaltuje si¢ jednoczesnie
z rozumieniem pojgcia liczby oraz kompetencja wykonywania dziatan
dodawania i odejmowania w zakresie 10. Uczen konstruuje wigc pojgcie
przemienno$ci dodawania w umysle duzo wczesniej, a w szkole uczy si¢
jego zapisu symbolicznego. Dzieci, ktore postuguja si¢ aspektem symbo-
licznym liczby, potrafia bez problemu zapisa¢ zauwazona prawidtowosc,
jesli tylko nauczyciel odwota si¢ do odkrytych juz przez dzieci zalez-
nosci, ze tatwiej dodaje si¢ niektore liczby (na przyktad, gdy dopetniaja
dziesiatkg). Jest istotne, aby nauczyciel u§wiadomit sobie, ze zupehie
inaczej funkcjonuja poznawczo uczniowie w sytuacji, gdy nauczyciel
wprowadza ,,prawo przemienno$ci dodawania”, jako nowe zagadnienie
dla ucznidow, niz gdy po prostu rozmawia z nimi o znanej im juz prawi-
dtowosci, nadajac jej jedynie odpowiednia nazwe.

Pojecia matematyczne tworza sig¢ dzigki wielu wczesniejszym
doswiadczeniom, polegajacym na zauwazaniu przez dzieci zmian, jakie
nastapily na skutek ich dziatalno$ci w rzeczywistosci. Tym zmianom
nadaja znaczenia. Je$li rozdzielaja swoje cukierki migdzy czworo
przyjaciot, dostrzegaja, ze czasami da si¢ podzieli¢ rowno i nie zostanie
nic, a czasami tak si¢ nie uda. Moga tez dostrzec, ze jesli po podziale
zostang cukierki, to nie wystarczy juz dla kazdego nawet po jednym.
W taki sposob odkrywaja relacje podzielnosci, cho¢ nie nazywaja tego
dzieleniem z reszta czy podzielnoscig liczb. Oczywiscie, jednostkowe
dos$wiadczenia polegajace na takim dziataniu, na ogél nie wystarcza.
Dzieci nieskonczenie wiele razy dokonuja podobnych manipulacji,
w ktorych dziela w sensie matematycznym, na przyktad ukladaja talerze
po obu stronach stotu i zastanawiaja sig, czy moze by¢ ,,po réwno”, jezeli
do stotu zasiadzie 7 osob. Takie z kolei doswiadczenia ksztattuja pojecie
parzystosci liczb. Dziecigce eksplorowanie $wiata jest polem doswiad-
czalnym dla ksztaltowania si¢ poje¢ matematycznych.

Sformalizowany ksztalt procesu nauczania matematyki jest skon-
centrowany na symbolu, w zwiazku z czym uczniowie szybko przestaja
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dziala¢ w §wiecie przedmiotow. Dziecko, ktore uzywa palcéw do licze-
nia, jest postrzegane jako niedostatecznie dojrzate do nauki w szkole®.

Wiasciwie nie proponuje si¢ manipulowania przedmiotami ucz-
niom zdolniejszym. W zwiazku z tym nie maja oni na przyktad okazji do
odkrywania ,,0 ile fasolek bgdzie mial wigcej kolega, jesli mieliSmy po
tyle samo, a potem oddalem mu dwie moje fasolki”. Tego rodzaju
doswiadczenia nie maja na celu wasko rozumianego ,,wprowadzenia
pojecia” (w sensie tematu lekcyjnego), ale ksztaltowanie rozumienia
relacji migdzy wielkosciami matematycznymi (liczbami). Stanowia wigc
nieco szerszy obszar do$wiadczen matematycznych, ktorych kontekst
poznawczy okreslany jest dziecigcymi badaniami dokonywanych w $wie-
cie realnym zmian.

Akceptacja samodzielnosci dziecigcych prob badawczych pozwo-
litaby kazdemu uczniowi odnalez¢ poziom problemu wilasciwy dla jego
myslenia matematycznego. Przyktadem takiego zadania moglaby by¢
nastgpujaca sytuacja: Hania ma 8 fasolek, a Jacek 5. Ile maja razem
fasolek? Na poczatku uczniowie dodaja fasolki i obliczaja sumg. Ale
jest to dopiero wstgp do ich aktywnos$ci badawczej. Nauczyciel pyta
nastepnie: 4 co byloby, gdyby Hania miata o 3 fasolki wiecej? A gdyby
miata o 5 fasolek mniej? A jak mozna byloby obliczy¢, ile majq wspolnie
fasolek, jesli Hania miataby o 3 fasolki wiecej, a Jacek o 4 fasolki mniej?

Dzigki takiej organizacji zaje¢¢, kazdy z ucznidw ma szansg na
prowadzenie samodzielnego procesu badawczego, na odpowiednim dla
siebie poziomie. Dzieci o nieco nizszych kompetencjach matematycz-
nych moga nadawaé znaczenia pojgciom mniej skomplikowanym.
Uczniowie zdolni maja wowczas okazje do konstruowania wiedzy o bar-
dziej ztozonym charakterze.

Sytuacji badawczych dotyczacych chocby tej jednej relacji, mozna
oczywiscie tworzy¢ o wiele wigcej. Wazne jest, aby uczniowie prowadzi-
li samodzielnie badania, probujac odkry¢, w jaki sposoéb zmiany posiada-
nia w przypadku jednego dziecka wplywaja na stan liczbowy wspolnych
fasolek obojga dzieci. Najwazniejszym celem jest tu nie tyle szybkie
sformulowanie wlasciwej odpowiedzi, ale ciagle podejmowane proby
poradzenia sobie z tym problemem. Wazniejsze dla rozwoju pojec
dziecka jest prowadzenie takich badan nawet wowczas, gdy nie dojdzie
ono do celu, niz nieprowadzenie ich w ogole.

Rodzaj dzialania, rodzaj uzywania rzeczy (potraktujmy w ten spo-
sob rowniez liczby, ktére mozna poddawac¢ manipulacjom) buduje nasz

8 Por.: E. Gruszczyk-Kolczynska , Dzieci z trudnosciami w uczeniu sie matematyki.
Warszawa 1997.
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umyst. Rozwazania J. Brunera’ na temat kulturowej dystrybucji rzeczy,
ktore determinuja aktywnos$¢ i rozwdj poznawczy, mozna dokonujac
pewnej symplifikacji, odnies¢ do rozwoju kompetencji matematycznych.
Sposob uprawiania matematyki na lekcji determinuje w znacznej mierze
ksztalt wiedzy ucznidow oraz sposob jej uzywania.

7J. Bruner, Kultura edukacji. Krakow 2006, s. 210.
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Przerobienie gotowych kart pracy gwarantuje przyrost wiedzy
matematycznej najmlodszych uczniow

Jest to chyba jeden z najbardziej popularnych wsréd nauczycieli
mitow. Cho¢ nie zawsze deklaruja takie wlasnie przekonanie, daja mu
wyraz w sposobie realizacji zaje¢ matematycznych. Nauczyciele bardzo
niechgtnie (jesli w ogodle) zgadzaja si¢ na ominigcie jakiegokolwiek
¢wiczenia z zestawu proponowanego w pakiecie. Czgsto rOwniez argu-
mentuja taki stan rzeczy wymaganiami stawianymi przez rodzicow,
ktorzy oczekuja, ze kupiony za niemata dla niektoérych kwotg podrgcznik
bedzie ,,wykorzystany” w calosci.

Rodzice maja prawo tak wlasnie mysle¢, poniewaz nie sa profesjo-
nalistami. Jednak nauczyciel musi kierowac si¢ swoja wiedza zawodowa
dotyczaca stymulowania poznawczego uczniéw. Jesli jest przekonany, ze
inne ¢wiczenie dostarczy dziecku wigkszego bogactwa doswiadczen
niezbednych do tworzenia si¢ pojgcia matematycznego, bedzie rowniez
w stanie skutecznie polemizowac z rodzicami. Niech¢¢ do podejmowa-
nia takich prob moze jednak $wiadczy¢ o braku krytycznej refleksji wielu
nauczycieli nad zadaniami zaproponowanymi przez autorow pakietow
edukacyjnych.

PRZEROBILISHY 27 KART PAC

RILISHY 27 KART PRALY
i‘fqu?smwow ),0 4 WIECEY SAMOLOTY
) 2N‘Ew3 @EtKA

- —
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Dla zilustrowania koniecznosci krytycznego ogladu zalecanych
¢wiczen przyjrzyjmy si¢ dwom propozycjom organizacyjnym, w zakresie
tego samego zagadnienia: ksztattowania aspektu algebraicznego liczby.

Pierwsza propozycja zostata opracowana na podstawie podobnych
¢wiczen proponowanych przez wiele podrgcznikow:

Uzupetnij wedlug wzoru:

+

=+ —

S
SESEHESIE
S
HEEHE
A3
S

L]

L]

| ” |

Na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze jest to absolutnie wlasciwe
¢wiczenie. Liczba siedem jest przedstawiona za kazdym razem jako
suma dwoch sktadnikow. Poza tym zaproponowane sktadniki wyczerpuja
prawie wszystkie mozliwo$ci. Nie pojawia si¢ przyktad z dodawaniem
zera, pewnie dlatego, ze jeszcze nie zostato ,,wprowadzone”.

Jedli spojrzymy na to ¢wiczenie z perspektywy ucznia, ktory
chciatby szybko i dobrze je wykonaé, i ktory nie ma $§wiadomosci, jaki
byt cel autoréw tego zadania, mozemy sobie wyobrazi¢ uruchomiong
przez niego strategie. Duzo latwiejsze bedzie wypelnienie okienek po
prawej stronie bez zastanawiania si¢, za pomoca jakich sktadnikow
mozna przedstawi¢ liczbg siedem. Aby rozwiazac to zadanie wystarczy
bowiem w kolejne okienka z lewej strony wpisywac kolejne liczby
rosnaco, a w okienka $srodkowe — kolejne liczby malejaco. W prawe
okienka zawsze trzeba wpisac 7.

Myslenie dziecka moze wowczas dotyczy¢é zupelnie innych
zagadnien, niz nam si¢ wydawalo. Nawet jesli wymieszamy wiersze,
zeby ta prawidtowos¢ nie wysungla si¢ na pierwszy plan, nadal mamy do
czynienia z sytuacja jednowymiarowa, w ktdrej uczen po wpisaniu
w okienka liczb, nie musi si¢ juz nad niczym zastanawiac.

Wyobrazmy sobie teraz sytuacjg inng organizacyjnie. Kazdy uczen
(dzieci moga réwniez pracowaé w parach) dostaje siedem kasztanow.
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Jego zadaniem jest sprawdzi¢, w jaki sposob mozna rozdzieli¢ je na dwie
kupki. Swoje proby moze zapisywac na karcie pracy. Wazne jest, aby nie
zostata od razu narzucona liczba mozliwosci uzyskania dwoch zbiorow,
przez liczbg wierszy do wypeknienia.

Brak takiej wskazowki moze generowaé pojawianie si¢ réznych
rozwiazan, czasem metodycznie przeprowadzanych przez dzieci. Moze
réwniez spontanicznie pojawic si¢ pytanie: A co bedzie, jesli do jednej
kupki wezme wszystkie kasztany? Jest to znakomita okazja do wyjas-
nienia, ze taka sytuacja jest mozliwa i mozemy ja zapisa¢ 7 + 0 lub 0 + 7.
Na tym nie konczy sig¢ potencjat poznawczych doswiadczen proponowa-
nego ¢wiczenia. Pytanie kolejne mogtoby brzmieé: Czy mozna podzielié
kasztany na dwie rowne kupki? A czy sq takie liczby, ktore mozna
podzieli¢ w ten sposob? Jak myslisz, dlaczego tak sie dzieje? Tego
rodzaju dos$wiadczenia badawcze ksztaltuja pojgcie parzystosci liczb,
pozwalajac dokonywac klasyfikacji samodzielnie nadajac znaczenia tej
wlasdnie parzystosci: ,,Istnieja liczby, ktore dziela si¢ na dwa i takie, ktore
si¢ nie dzielg”.

Podane przyklady moga réwniez stanowi¢ uzasadnienie dla ko-
nieczno$ci prowadzenia zaj¢¢ matematycznych przede wszystkim w taki
sposob, aby uczniowie mogli si¢ zastanawia¢. Nie mam tu jednak na
mysli standardowego polecenia nauczyciela typu: Zastanow sie, jak
rozwiqzac¢ to zadanie?, ale zmieniajace typ aktywnosci dziecka: Zasta-

now sie, dlaczego tak sie dzieje?, Zastanow sie, co bedzie, jesli...?.

Najbardziej istotna w szkole powinna by¢ taka sytuacja poz-
nawcza, w ktorej uczniowie zastanawiaja si¢, nawet je$li nie otrzymali
wprost takiego polecenia. Niektorzy uwazaja, ze jedna z najwyzej ce-
nionych umiejgtnosci nauczyciela powinna by¢ umiejgtnos¢ takiego
zorganizowania pracy ucznia, zeby uczyt si¢ on, nie wiedzac o tym.

Jeden z najlepszych amerykanskich profesorow informatyki
formutuje tak t¢ mysl: ,,Chodzi o to, zeby uczy¢ kogos jakiej$ rzeczy tak,
by myslat, ze uczy sig czegos innego"g. Nauczanie matematyki byloby o
wiele ciekawsze dla uczniéw, gdybySmy my - nauczyciele pamigtali o tej
zasadzie. Konieczno$¢ zastanowienia sig, czego uczniowie mogag si¢
dowiedzie¢, cho¢ nie jest to $cisle okreslone tematem lekcji, bardzo
wzbogacitoby rowniez nasze kompetencje matematyczne.

Rolg zadan dobrze wpisujacych si¢ w taki sposob nauczania
matematyki spelniaja zadania pozwalajace na osobiste eksplorowanie
poje¢ matematycznych. Sformulowanie zadania powinno wigc determi-
nowac aktywnos$¢ o charakterze badawczym.

§R. Pausch, Ostatni wyktad. Warszawa 2008, s. 170.
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Ponizej zaprezentowano przyktadowa kartg pracy do prowadzenia
badan przez uczniow.

Karta pracy

Zad. 1. Ut6z dwa stupki fasolek, tak aby w kazdym byto tyle samo fasolek. Przetoz
z jednego stupka do drugiego jedna fasolke. Swoje spostrzezenia wpisz do tabelki.

Hipoteza Sprawdzenie
Jak myslisz, o ile wiecej faso- | Napisz po sprawdzeniu
lek bedzie w drugim stupku | (przeliczeniu), o ile wiecej
niz w pierwszym? fasolek jest w drugim stupku
niz w pierwszym.

Przenies z jednego
stupka do
drugiego 1 fasolke

Przenies z jednego
stupka do
drugiego 2 fasolki

Przenies z jednego
stupka do
drugiego 3 fasolki

Przenies z jednego
stupka do
drugiego 4 fasolki

Problem, ktory uczniowie maja szansg tu pozna¢ (cho¢ nie musza
wiedzie¢, ze sig¢ tego ucza), to uswiadomienie sobie, ze jesli przektadaja
elementy z jednego stupka na drugi, to w tym drugim zwigksza sig liczba
elementdw, ale w pierwszym musi si¢ wowczas o tyle samo zmniejszy¢.
Jest to zagadnienie, ktdrego rozumienie umozliwia rozwiazywanie trud-
niejszych zadan, na przyktad: W dwéch pojemnikach razem jest 16
litrow mleka. Kiedy z jednego przelano 3 litry do drugiego, to
w kazdym bylo tyle samo mleka. Ile litrow mleka bylo na poczatku
w kazdym pojemniku?

Pewnos¢, ze uczen rozwija wlasne kompetencje matematyczne, nie
jest wige funkcja rozwiazywania wielu kart pracy. Aktywno$¢ badawcza
uruchamiana w czasie jej wypelniania determinuje jako$ciowe zmiany
w mysleniu uczniow. Mozna ,,przerobi¢” wiele kart pracy i nie bogaci¢
swoich umiejgtnosci. Takie sytuacje bywaja udziatem dzieci o wysokich
mozliwosciach intelektualnych, ktéore musza wykonywaé te same za-
dania, co wszyscy uczniowie w klasie. W efekcie nieustannie pracuja
ponizej swoich mozliwo$ci poznawczych. Tym problemem zajmiemy si¢
jeszcze w kolejnych rozdziatach’.

%Por. rozdziat: Uczen zdolny rozwija w szkole myslenie matematyczne.
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Liczenie na konkretach to nie jest prawdziwa matematyka

Istota tego mitycznego stwierdzenia sa przekonania wielu nauczy-
cieli zwigzane z okre§leniem ,prawdziwa matematyka”. Wydaje sig, ze
W centrum zainteresowania szkolnego nauczania matematyki jest jedynie
myslenie symboliczne ucznia. Stanowi ono docelowy etap rozwojowy,
i jako takie, jest w pewnym sensie utozsamiane z ,,wlasciwym” mys-
leniem. Jest to istotnie najwyzszy poziom rozwoju myslenia, ktory jedno-

cze$nie zalezy od jego wczesniejszych etapow.

Uczniowie, w umystach ktorych uksztattowalo si¢ pojecie liczby,
choéby w zakresie dzieciecego liczenia'®, musieli juz wiele lat wezesniej
doswiadcza¢ sytuacji przeliczania, manipulowania przedmiotami, spraw-
dzania, kto ma wigcej i tym podobne. Bez tych wieloletnich prob nie
bytoby mozliwe wyksztalcenie mys$lenia abstrakcyjnego.

Warto wige przypomnie¢, ze dziecko w wieku 6-9 lat (okres
wcezesnoszkolny) jest w fazie intensywnego rozwoju poznawczego
i ksztaltowania si¢ aparatu pojeciowego. Dzialania dziecka (i ich obser-
wowanie oraz nadawanie im znaczenia) tworza baz¢ poznawcza.
Rozwijanie si¢ aparatu abstrakcyjnego myslenia jest mozliwe jedynie
dzigki korzystaniu z niej. Podobnie jest z wieloma pojgciami matema-
tycznymi, ktdre stanowia podstawe wiedzy w klasach najmtodszych.
Abstrakcyjne rozumienie musi ,,wyrasta¢” z doswiadczen wczesniej-
szych. Sa wigc one absolutnie konieczne w jak najszerszym zakresie. Im
wigcej réznorodnych doswiadczen manipulacyjnych zorganizujemy
dzieciom, tym wigksza jest szansa tworzenia si¢ w ich umystach pojec
matematycznych tworzacych wiedzg elastyczng i uzyteczna, szczeg6lnie

w sytuacjach poznawczo nowych.

Tego rodzaju czynnos$ci dzieci naleza do ich codziennosci, i cho¢
dorostym wydaja si¢ infantylne, maja ogromne znaczenie dla rozumienia
relacji matematycznych.

W poprzednim rozdziale zaprezentowatam przyktadowa karte pra-
cy, dzigki ktorej uczniowie moga prowadzi¢ wilasne badania relacji

matematycznych.

Obecnie chcg przedstawi¢ strategie uruchamiane przez uczniow
klasy drugiej i trzeciej dla zilustrowania znaczenia uzywania do badan

konkretnych przedmiotow.

' Por. E. Gruszezyk-Kolczynska, Dzieci z trudnosciami w uczeniu sie ... , dz. cyt.
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Uczen klasy drugiej, ktorego rozwiazanie przedstawione zostato
ponizej, nie zdecydowatl si¢ skorzysta¢ z fasolek. Byl przekonany, ze
wystarczy, gdy narysuje sobie sytuacj¢ opisana w zadaniu. Nie potrafit
jednak w stanie ogarna¢ wszystkich zmian, ktére w rzeczywistosci
mialyby miejsce. Problem dostrzegal jedynie z perspektywy zmiany
w jednym zwigkszanym stupku narysowanych fasolek. Nie zauwazat, ze
drugi stupek musi si¢ jednocze$nie zmniejszyc¢. Zbyt wezesne odejscie od
manipulowania konkretami moglo by¢ przyczyna powstania blednej
strategii myslenia.
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Zad. 1. Uloz dwa slupki~ fasolek,utak aby w kazdym bylo tyle samo fasolek. Przeloz z jednego
stupka do drugiego jedna fasolke. Swoje spostrzezenia wpisz do tabelki.

Hipoteza Sprawdzenie
Jak myslisz, o ile wigcej fasolek Napisz po sprawdzeniu o
bedzie w drugim stupku? ile wigcej fasolek bedzie
drugim shupku.
Przenies z jednego
tupka d "’{-% f
stupka do s $ 1 6+ z ?
drugiego 1 fasolke o ©9
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Przenies z jednego
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Przenies z jednego
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drugiego 3 fasolki 4 g 6 L B
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Uczniowie klas najmtodszych powinni nie tylko mie¢ mozliwos¢
manipulowania konkretami, ale co wazniejsze, uczy¢ sie, ze jest to
niezbedny proces w rozwijaniu myslenia. Istotne jest budowanie pew-
nosci dziecka, ze strategie tego typu naleza do naturalnych procedur
postgpowania kazdego czlowieka i sa niezbgdne dla prawidtowego
ksztaltowania si¢ wiedzy matematyczne;.

Dzialania na rzeczywistych przedmiotach nie powinny by¢ trakto-
wane przez nauczyciela jako ,,ostatnia deska ratunku” dla bardzo stabego
ucznia, wobec ktorego zawiodly wszelkie proby tlumaczenia. Nie chodzi
0 to, aby nauczyciel ,pozwalal” na tego rodzaju aktywno$¢ swoich
uczniow, ale kreowat na lekcji sytuacje wzbogacajace doswiadczenia

uczniéow w tym zakresie.

Rozwazmy kolejny przyktadowy problem: Na ile sposob6w mo-
zesz podzieli¢ 9 kamykow na jednakowe kupki? Jak zmieni si¢ liczba
mozliwych sposobow, jesli dolozysz 3 kamyki? Zapisz te sposoby.

Cel tego ¢wiczenia nie powinien by¢ jedynie kojarzony z tematem:
»Wprowadzenie dzielenia”, cho¢ niewatpliwie istotne sa tu zwiazki tego
typu. Uczniowie nie tyle jednak powinni mie¢ mozliwo$¢ ,,zilustrowa-

nia” wprowadzonego dzielenia, ile wielokrotnego manipulowania

konkretami, zanim dzielenie zostanie wprowadzone.
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Wazne jest nie tylko, aby uczniowie odpowiadali na pytania
zawarte w zadaniu, ale rowniez rozmawiali o tym i uzasadniali swoje
hipotezy. Istotne dla ksztalcenia myslenia matematycznego mtodszych
uczniow jest wigc caloksztalt doswiadczen i spostrzezen zwiazany z ma-

nipulacjami inspirowanymi trescia zadania.

Proponujac zajmowanie si¢ sformutowanym powyzej problemem,
mozemy przyjrzec si¢ nieco blizej procesowi rozwijania si¢ w umystach
dzieci reprezentacji niektorych poje¢ matematycznych. Uczniowie klasy
drugiej najczgsciej rysowali kupki kamykoéw w postaci koleczek.
Czgsciej niz ich starsi o rok koledzy odwotywali si¢ do wyobrazen zwia-

zanych z realnymi przeksztatceniami.

Autor ponizszego rozwiazania rysowal ,podzielone” kupki, ale
taczyt te czynnosci z mnozeniem. Rozumienie odwrotnosci obu dziatan
konstruowato si¢ w sposob naturalny w jego umysle, rowniez dzigki
temu, ze sposoOb zapisu nie byt ograniczony tematem lekcji. Po pierwszej
probie zilustrowania wlasnych wyobrazen zaczat korzysta¢ z duzo
bardziej zaawansowanej reprezentacji symbolicznej w ,,mysli” znajdujac,

jakie rowne ,.kawaltki” mozna uzyskac z liczby 12.

Zad 2. Naile sposobéw mozesz podzieli¢ 9 kamykow na jednakowe kupki?
Jak si¢ zmieni liczba mozliwych sposobow, jesli dotozysz 3 kamyki?
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@}

Inny uczen klasy drugiej potrzebowat duzo bardziej symulacyjnego
rysunku, zeby wyobrazi¢ sobie, w jaki sposob mozna kamyki rozdzielac.

Zapisz te sposoby.

-

COOCCOCCOO

Widoczne sg proby zapisu wyobrazanych manipulacji odpowiednie do
poziomu rozumienia abstrakcyjnych operacji dziatan matematycznych.
W ostatnim przykladzie btednie wstawit znak dziatania, ale jego intencja
wydaje si¢ jasna. Dodawanie w sposob spontaniczny przekonstruowal na

mnozenie.
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Zad 2. Naile sposobow mozesz podzieli¢ 9 kamykow na jednakowe kupki?

Jak sig zmieni liczba mozliwych sposobow, jesli dofozysz 3 kamyki?

I

Zapisz te sposoby.

W kolejnym przyktadzie drugoklasisty widoczne sa proby ,,zapi-
sania” wyobrazen jedynie za pomoca rysunku. Jest on bardzo realistycz-
ny, odzwierciedla nawet ksztatt i kolory (widoczne w oryginale) fasolek,
co wskazuje na dziecigca potrzebg odwotywania si¢ do konkretyzacji.

Ten uczen prawdopodobnie stabo radzi sobie z abstrakcyjnym
rozumieniem mnozenia i dzielenia. By¢é moze jego do$wiadczenia
zwiazane z manipulowaniem nie pozwalaja jeszcze na skonstruowanie
symbolicznego rozumienia tych dzialan. Tym bardziej powinien
zajmowaC si¢ konkretami, badajac zmiany zachodzace w relacjach
matematycznych na skutek wiasnych przeksztalcen. Ich rozumienie
pozwoli mu na nadawanie im znaczen pojgciowych.

Zad 2. Naile sposoboéw mozesz podzieli¢ 9 kamykow na jednakowe kupki?
Jak si¢ zmieni liczba mozliwych sposobow, jesli dotozysz 3 kamyki?

Zapisz te sposoby&% | g{; fg

Trzecioklasisci skonfrontowani z identycznym problemem czgsciej
uruchamiali strategie my$lenia formalnego.

Autor ponizszego przyktadu odstania symboliczny sposob rozu-
mienia dzialan. Przy badaniu 9 kamykow postuguje si¢ dzieleniem.
Jednak dodanie trzech kamykow zmienia nieco sytuacjg i tu bezpieczniej
czuje si¢ wyobrazajac sobie kupki zapisane jako dzialanie mnozenia,
ktore nastgpnie jest przekonstruowane na dzielenie. W zaprezentowane;j
strategii ponownie mozna zaobserwowac¢ rozumienie zwiazkow migdzy
mnozeniem i dzieleniem. Sposéb ich wykorzystywania wskazuje na
samodzielne nadawanie znaczenia obu operacjom, ktore na koncu tego
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procesu pozwoli na sformulowanie zaleznosci zwiazanej z odwrotnoscia
dziatan: mnozenia i dzielenia.

Zad 2. Na ile sposobow mozesz podzieli¢ 9 kamykow na jednakowe kupki?

Jak sig¢ zmieni liczba mozliwych sposobow, jesli dotozysz 3 kamyki?

Zapisz te sposoby. % . : 3 % : % :4

X 0cer A2AL 24 A28
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W ostatnim przykladzie uczen klasy trzeciej zaprezentowal wysoki
poziom myslenia abstrakcyjnego, zapisujac od razu dziatanie dzielenia
(wypisat w sensie matematycznym, jakie sa dzielniki liczby 9 i liczby 12).

Zad 2. Naile sposobéw mozesz podzieli¢ 9 kamykéw na jednakowe kupki?
Jak sie zmieni liczba mozliwych sposobow, jesli dotozysz 3 kamyki?

Zapisz te sposoby.

3:3=3 1L0=6
9:9=+ 122627

A2:3<k
Rozwigzywanie zadan tego typu pomaga nauczycielowi odkry¢, na

jakim poziomie myslenia sa jego uczniowie. Z przedstawionych przykta-
dow wynika, ze moze on by¢ bardzo zréznicowany.

121221

Niektorzy uczniowie probowali narysowaé kamyki, poniewaz mo-
del bardziej zblizony do desygnatu pomagal wyobrazac sobie przedsta-
wiong w zadaniu sytuacjg. Cho¢ polecenie kierowalo w strong zapisu
symbolicznego, wielu uczniow uzywalo rysunku. Dzialo sig tak nie tyle
z potrzeby liczenia na konkretach (wszyscy uczniowie w tej klasie
dodawali i odejmowali w pamigci w zakresie dwudziestu), ile ze wzglgdu
na nowos¢ tak postawionego problemu.

W obliczu nieschematycznego zadania uczniowie probowali nada¢
znaczenie relacjom migdzy liczbami, wracajac do wyobrazenia prawdzi-
wych kamykoéw lub ich modeli. Sposob radzenia sobie przez uczniow
z tego rodzaju przykladowym problemem wskazuje, jak istotne sa
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doswiadczenia manipulacyjne przed rozpoczgciem nauki w szkole, oraz
w czasie pierwszych lat jej trwania. Ich niedostatek moze bowiem
ogranicza¢ tworzenie si¢ matematycznych pojec¢, a w efekcie utrudniac
rozwdj uzytecznej wiedzy matematyczne;.

Dopiero uczniowie klasy trzeciej w wigkszosci nie potrzebowali
rysunku, postugujac si¢ od razu symbolicznym zapisem. Zauwazali oni
zaleznosci bez odwotywania si¢ do wyobrazen przedmiotdéw w postaci
rysunku.

Przekonanie, ze dzieci w pierwszej klasie powinny ,,odzwyczajac”
si¢ liczenia na konkretach, jest udzialem wielu nauczycieli wczesnej
edukacji. Czasami deklaruja, ze w klasie pierwszej mozna jeszcze
czasami uczniom na to pozwoli¢, ale juz w drugiej tego typu ,ufat-
wienia” postrzegane sa jako odpowiednie jedynie dla ucznidow o mocno
obnizonych mozliwosciach intelektualnych. Zdarza sig, ze nawet w kla-
sie pierwszej uczniowie chowaja dlonie pod tawke, aby przeliczy¢ na
palcach. Ta procedura jest uruchamiana przez dziecko nie dlatego, ze jest
ono leniwe, ale poniewaz stanowi jedyna dostgpna w tym momencie jego
poziomowi myslenia. Jest bowiem oczywiste, ze uczen, ktéry nawet
ukradkiem korzysta z palcow przy wykonywaniu obliczen, nie dysponuje
jeszcze reprezentacja symboliczna i musi mie¢ czas i mozliwosci, zeby ja
skonstruowa¢. Dostarczanie mu ¢wiczen w tym zakresie z pewno$cia
pomoze pokona¢ ten prog, natomiast brak akceptacji nauczyciela dla
spontanicznych sposoboéw radzenia sobie z trudno$ciami, moze opdznié
proces rozwijania my$lenia matematycznego ucznia.

Strategia tego typu nie jest rowniez obca jednostkom dorostym.
Wielu z nas uzywa palcow, na przyklad, do przeliczania dni tygodnia.
Kiedy chcemy sprawdzi¢, ktory dzien miesiaca bedzie w nastgpny
wtorek, postugujemy si¢ palcami. Stosujemy taka procedure, poniewaz
tak jest najtatwiej. Oczywiscie moglibySmy sobie poradzi¢ na poziomie
symbolicznym, po uswiadomieniu reguly, wedtug ktorej mozna bytoby
obliczy¢ w pamigci. Nie jest to skomplikowane zagadnienie, jednakze nie
podejmujemy najczesciej takiego wysitku. Wynika to przede wszystkim
z faktu, ze znajomos$¢ takiej zasady jest rzadko wykorzystywana.
Sporadycznie pojawiajace si¢ sytuacje zwigzane z koniecznoscia obli-
czen tego typu, nie stanowia zachgty do podjecia wysitku uksztattowania
abstrakcyjnej strategii obliczania w pamigci.

Zeby zupehie rozwiaé obawy niektérych dorostych o ,,rozleniwie-
nie” si¢ uczniow, ktorzy ,,zbyt dlugo” korzystaja z liczenia na konkre-
tach, przyjrzyjmy si¢ procesowi rozwijania si¢ kompetencji obliczania
prostych dziatan w zakresie np. dwudziestu.
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Trzy typy reprezentacji: enaktywna, ikoniczna i symboliczna,
tworza si¢ w umysle jednostki w sposob uporzadkowany wlasnie w takiej
kolejnosci. Kolejny poziom reprezentacji dodawania i odejmowania liczb
musi wigc poprzedzaé reprezentacja nizszego rzedu. Jednoczesnie przejs-
cie na wyzszy poziom myslenia pozwala korzystaé z reprezentacji
wczesniejszej. Rozwodj poznawczy polega na tworzeniu reprezentacji
i coraz ekonomiczniejszych strategii postgpowania. Dodawanie ,,w mys-
1i” jest z tego wzgledu korzystniejsze od liczenia na palcach. Osiagnigcie
wigc umiejetnosci wykonywania dzialania ,,w pamigci” zostaje automa-
tycznie uzywane przez jednostke, jako ekonomiczniejsze niz liczenie na
konkretach. ,,Przyzwyczajenie” si¢ do takiej strategii dodawania nie jest
wiec mozliwe'!.

Nauczycielska akceptacja potrzeby dzialania na konkretach nie
powinna by¢ efektem  zgody rozumianej przez pryzmat niedostatku
intelektualnego dziecka. Stanowi¢ powinna raczej $wiadoma strategig
proponowana mtodszym uczniom. Szczegdlnie w sytuacji nowej po-
znawczo, uczniowie musza odwotywac si¢ do aktywnosci konkretyzowa-
nia problemu. Z kolei proby negowania potrzeb dziecka w tym zakresie
wydtuza jedynie proces rozwijania myslenia matematycznego, a czasami
moga go zahamowac.

Trzeba wigc zwroci¢ uwage, ze nauczyciele w klasach drugich
i trzecich wprowadzajac nowe pojgcia matematyczne, zbyt czgsto
akceptuja sytuacje, w ktorych uczniowie musza poprzesta¢ na gotowych
rysunkach proponowanych przez autorow pakietu edukacyjnego.
Korzystanie bowiem z ilustracji wymyslonych przez kogo$ innego, nie
jest tozsame z konstruowaniem wiasnych wyobrazen ,,wyrostych”
z obserwowania realnych zmian.

" Rowniez dlatego osoba dorosta bedaca w normie intelektualnej nie wykonuje
prostych dziatan na konkretach — w tym sensie ,,nie przyzwyczaita sig”.
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Uczniowie stabo sobie radzq 7 rozwiqzywaniem zadan
tekstowych, bo nie potrafiq czytaé ze zrozumieniem

Trudno temu twierdzeniu odmoéwi¢ stusznosci, cho¢ jego wy-
dzwigk nie jest tak jednoznaczny, jakby si¢ wydawalo. Znakomita
wigkszo$¢ ucznidw potrafi czyta¢ ze zrozumieniem teksty w czytankach,
ktore skladaja si¢ z kilku zdan (analogicznie do zawarto$ci tekstowej
zadania matematycznego). Nawet jesli czynig to powoli, radza sobie bez
wigkszych trudnosci.

Trzecioklasisci badani w 2008 roku mieli okazj¢ odczytywac tekst
polaczony z diagramem stupkowym (jest to rodzaj ¢wiczenia nadal
rzadko pojawiajacego si¢ na lekcjach matematyki w klasach najmtod-

szych).
Ulubione dyscypliny sportu

Uczniowie postanowili zaprosi¢ do swojej szkoty najbardziej
lubianego przez nich sportowca. Zaczeli od sprawdzenia, jaka dyscy-
plina sportu jest wéréd nich najpopularniejsza. Kazdego ucznia
zapytano o jego ulubiong dyscypline. Wszystkie odpowiedzi przed-
stawiono na rysunku:

liczba

uczniow
35

Wyscigi Skoki Pitka Plywanie Siatkéwka  Tenis Inne
Formuty | narciarskie  nozna ziemny

a) Jaka dyscyplina sportu okazata sie najbardziej popularna?

b) Ilu uczniéw wybrato pitke nozna?

) Ktora z tych dyscyplin wybrato 25 uczniow?

29



d) Ktéra dyscypline: skoki narciarskie czy siatkéwke wybrato wiecej
uczniow? O ilu wiecej?

e) Ktore dwie dyscypliny wybrato facznie 50 ucznidw?

f) llu razem uczniéw podato swoja ulubiona dyscypline?

OdPOWIBAZ: ..

Odpowiedz na pytania zwiazane z tekstem i diagramem okazaty si¢
nietrudna czynnoscia. Dzieci $wietnie poradzily sobie z trzema pierw-
szymi pytaniami, uzyskujac poprawno$¢ na poziomie $rednio 83,1%.
Rowniez w zakresie odpowiedzi na pozostale pytania trzecioklasisci
wykazywali si¢ nieztymi umiejg¢tnosciami. Ta odmienna od typowych,
codziennie rozwigzywanych w szkole zadan sytuacja, nie wygenerowata
szczegodlnych trudnosci w zakresie rozumianego tekstu. Byl on znacznie
dluzszy (choc¢by w zakresie liczby stawianych pytan) niz typowe zadanie
tekstowe, nie stanowil jednak bariery dla polskich trzecioklasistow.
Uzyskali oni dla kazdego podpunktu $redni wynik az 66% poprawnych
odpowiedzi.

Tymczasem poprawne rozwiazanie typowego zadania tekstowego:
W Kkinie sq dwie sale. W pierwszej sa 122 miejsca, a w drugiej jest
0 35 miejsc wigcej. Ile lacznie miejsc jest w tym kinie? podato jedynie
47,9% badanych uczniéw. Obliczenia do tego zadania byly na poziomie
zblizonym do tych, ktére byly konieczne w zadaniu z diagramem, wyniki
jednak okazaty si¢ duzo nizsze.

Interesujace wydaje si¢ rowniez zestawienie wynikow uzyskanych
przez trzecioklasistow badanych w 2008 roku dotyczacych dwoch
kolejnych zadan:

A. Ewa i Piotrek zbierali w parku kasztany. Ewa zebrata ich 30,
a Piotrek o 6 mniej. lle kasztanéw zebrat Piotrek?
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B. Adam narysowat szlaczek ztozony z kétek, tréjkatow
i kwadratow. Koétek narysowat 50. Tréjkatow byto o 7 wiecej,
a kwadratéw o 14 mniej niz kotek. le kwadratéw narysowat
Adam?

Az 89,4% badanych uczniow poprawnie podato rozwiazanie w zada-
niu A. Wydaje sig, ze tego typu zadania uczniowie czytaja ze zrozumie-
niem i dokladnie. Jednakze wyniki uzyskane w zadaniu B powinny ostabic¢
nasze zadowolenie. Tym razem poprawnie rozwigzalo zadanie jedynie
48,9% badanych ucznidow. Trudno jako wyjasnienie przyja¢ tu nagle
pogorszenie si¢ umieje¢tnosci czytania ucznidéw. Musi tu dziata¢ inny
mechanizm, ktory szczegbélowo zostanie opisany w nastgpnym rozdziale.

Interesujacy w tym kontekScie moze by¢ réowniez fakt, ze ponad
jedna czwarta badanych trzecioklasistow (26,9%) zastosowata podobna,
cho¢ bledna strategig, polegajaca na zapisaniu takiego dziatania, ktore
wykorzystuje wszystkie liczby z tekstu zadania B, na przyktad:

IS MNE. VIRAR
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Z wysoka precyzja korzystania z matematycznych symboli uczen
zapisal rozwigzanie w jednym zapisie. Trudno oprze¢ si¢ wrazeniu, ze
strategia tego ucznia polegata wlasnie na ,uwaznym” czytaniu tekstu,
szukaniu kolejnych danych oraz zapisywaniu ich za pomoca formuly
matematyczne;j.

Analogiczna strategia byta poczatkiem pracy innego ucznia nad tym
samym zadaniem. W tym przypadku jednak dziecigca $wiadomos¢ relacji
migdzy danymi w tym zadaniu, pozwolita mu w por¢ wycofac si¢ btednego
myslenia. Glgbokie rozumienie przez ucznia matematycznych operacji
ukrytych w teks$cie zadania wygenerowato poprawne rozwiazanie, choc
w pierwszym momencie ,,dat si¢ on ponie§¢” schematyzacji czytania
i rozwiazywania tego typu zadan.

6. Adam narysowat szlaczek zlozony z koélek, trojkatéow i kwadratéw. Kotek
narysowat 50. Tréjkatow bytc'o 7 wigcej, a kwadratéw o 14 mniej niz kétek.
Ile kwadratéw narysowal Adam?
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Obaj uczniowie doskonale poradzili sobie z nadaniem matema-
tycznych znaczen opisanym w zadaniu operacjom. Wiedzieli, jakie
dziatania nalezy zastosowaé. Czytali wigc ,,uwaznie”, cho¢ ta umie-
jetno$¢é okazata si¢ warunkiem niewystarczajacym do prawidlowego
rozwiazania zadania.

Przyjrzyjmy si¢ zadaniu, ktore jest dobrym przyktadem do zwrdce-
nia uwagi na istotno$¢ zagadnienia. Brzmi ono nastgpujaco: Cegla wazy
kilogram i pot cegly. Ile wazy cegla? Kazde z uzytych tu stow jest nam
dobrze znane, wiemy nawet, ze chodzi o wazenie jakiego$ przedmiotu.
Przeczytali$my wigc tekst zadania ze zrozumieniem. Nie wystarczy to
jednak do jego rozwiazania. Nie jest to bowiem jedyny warunek, rownie
istotne (a moze nawet najwazniejsze w wigkszosci typow zadan prostych
i ztozonych) wydaje si¢ umiejetno$¢ ,,wytuskania” z treSci informacji
niezbednej do zidentyfikowania operacji matematycznej. Pobawmy si¢
teraz abstrakcyjnymi historyjkami, ktore nie maja nic wspdlnego z rze-
czywistym $wiatem.

Przykladowe zadanie: Siedem Garwoli trumanilo w radorze,
a 14 w komendorze. Ile Garwoli bylo razem? na pierwszy rzut oka
jawi sig, jako mato zrozumiate. ,,Bohaterowie” historyjki w zaden sposdb
nie stanowig postaci nam znanych. Jednakze nie mamy watpliwosci,
jakie dzialanie bedzie tu zastosowane. Zadanie moze zostaé rozwiazane
ze wzgledu na rozumienie roli stow opisujacych dziatanie do wykonania.
Szkielet sytuacji stanowi opis: ,,Tyle czegos$ i jeszcze tyle czegos, to
razem bedzie...”. Stlowo ,,razem” stanowi w tym kontekscie klucz do
zastosowania dodawania.

Nieco inaczej wyglada sytuacja w przykladzie drugim: Marek
obragolil 16 flatarkowek, pumerajac 7 Ani. Ile maja razem flatar-
kowek? Brak rozumienia czasownikow determinujacych dzialanie unie-
mozliwia rozwigzania zadania (a w kazdym razie budzi watpliwosci co
do poprawnosci ewentualnego rozwiazania).

W przypadku wigc, gdy w tresci pojawiaja si¢ niezrozumiale stowa,
ale nie zaburza to mozliwosci rozumienia relacji migdzy liczbami, dzieci
rozwiazuja zadanie bez wigkszych problemow, jesli natomiast nie-
mozliwy do zidentyfikowania jest rodzaj operacji matematycznej, zadanie
nie moze by¢ rozwiazane. Jesli uczen zidentyfikuje operacje do wyko-
nania i przetozy ja na jezyk matematyki, bedzie potrafit rozwigzac
zadanie.

Czytanie zadania matematycznego jest wigc duzo bardziej skom-
plikowana aktywnoscia intelektualna niz tylko dekodowanie stow.
Wigkszo$¢ trudnosci uczniéw z rozwiazywaniem zadan tekstowych ma
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zlozony charakter, a ich Zrédlem sa najcze$ciej zupehie inne czynniki niz
niska umiejgtno$¢ czytania ze zrozumieniem tekstow pisanych.

Czytanie tresci zadania nie moze wigc by¢ traktowane jako tozsame
z czytaniem innych tekstow. Kompetencja ta zawiera w sobie bowiem
konieczno$¢ matematyzowania historyjki opisanej trescia zadania, czyli
przetozenia jej na jezyk operacji matematycznych (majacych swoj
poczatek, jak trzeba pamigtac, w czynnosciach wykonywanych w rzeczy-
wistosci).
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Jesli chcemy, aby uczniowie opanowali umiejetnosé
rozwiqzywania zadan tekstowych, musimy przerobic¢ z nimi
duzq liczbe typowych zadan

Mit wyrazony w powyzszym stwierdzeniu zwiazany jest z prostym
przetozeniem zaleznoSci: jesli cos ¢wiczymy, to umiemy to lepiej. Trudno
odmowi¢ racji takiemu uzasadnieniu. Jesli jednak spojrzymy nieco
szerzej i zastanowimy si¢, w jakim celu dzieci ucza si¢ rozwiazywac

zadania, musimy dostrzec, ze argumenty nie sa tak jednowymiarowe.

Zacznijmy od pytania, czym jest zadanie tekstowe. Nauczyciele
pytani o to, najczgSciej zwracali uwagg na istnienie danych i szukanych
liczb w zadaniu. Mowili rowniez o wartosci historyjki zawartej w tresci
w aspekcie mozliwosci wigkszego zainteresowania ucznia. Zadanie
tekstowe bywa rowniez, zdaniem niektorych nauczycieli, swego rodzaju

kluczem do rozwiazywania rzeczywistych problemow.

Stwierdzenie begdace tytulem niniejszego rozdziatu bylo jednym
z wielu, do ktorych ustosunkowywali si¢ nauczyciele wezesnej edukacji
w badaniach umiejetnosci trzecioklasistow'2. Ponad trzy czwarte bada-
nych nauczycieli (76,2%) akceptowato je, wyrazajac tym samym opinig
o znaczacej roli zadan typowych w nauczaniu matematyki najmtodszych
uczniow. Wigkszo$¢ nauczycieli deklarowata poglad, Zze umiejgtnosé
rozwigzywania zadan typowych jest funkcja liczby zadan tego typu
przerobionych na lekcjach.

Akceptacja tego przekonania bytaby prosta, gdyby nie watpliwos$ci
zwiazane z jego negatywnymi dla myslenia uczniéw aspektami. Przygla-
dajac si¢ temu zjawisku blizej, sprobujmy przeanalizowac strategie
radzenia sobie ucznidow podczas rozwiazywania zadan typowych.

W badaniach umiejgtnosci jezykowych i matematycznych w 2008
roku'? uczniowie klas trzecich (a wige ci, ktorzy przeszli trzyletni trening
w rozwiazywaniu zadan typowych) rozwiazywali nastgpujace zadania
dotyczace porownywania réznicowego.

A. W kinie sa dwie sale. W pierwszej sa 122 miejsca,

a w drugiej o 35 miejsc wiecej. lle facznie miejsc jest

w tym kinie?

12 Por. M. Dabrowski (red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniow trzecich klas
szkoly podstawowej. Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z badan ilosciowych
2008. Warszawa 2009.

13 Por. Tamze.
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B. W kinie sa dwie sale. W pierwszej jest 146 miejsc,
a w drugiej o 34 miejsca mniej. lle facznie miejsc jest

w tym kinie?

Nauczyciele pytani o to, ktore zadanie bedzie rozwiazane przez
wigksza liczbg¢ uczniéw, zdecydowanie typowali zadanie A, w ich

pojeciu latwiejsze, poniewaz wystgpuje w nim dodawanie.

Badani trzecioklasisci uzyskali wyniki zdecydowanie odmienne od
przypuszczen nauczycieli wczesnej edukacji. Zadanie B rozwiazato
poprawnie 65% wszystkich uczniow, natomiast zadanie A zdecydowanie
mniej — 47,9%. M. Dabrowski zwraca uwagg na t¢ dysproporcj¢ wy-
suwajac hipotezg, ze przyczyna zwiazana jest ze sposobem czytania
zadania tekstowego przez wielu uczniow w klasach najmlodszych
(i trzeba wyraznie powiedzie¢, ze w starszych rowniez).

W podanym przyktadzie podobny odsetek uczniéw poprawnie
rozpoczal rozwiazywanie obu zadan. Jednak w przypadku zadania B
uczniowie dodali jeszcze jedno dziatanie, uzyskujac poprawny wynik,
a w zadaniu A az 17,1% tego nie uczynila. Dlaczego? By¢ moze to
wlasnie kluczowe stowo ,tacznie” wystepujace w obu zadaniach byto
przyczyna niepoprawnosci wielu rozwigzan. Sugerowalo ono bowiem
dodawanie, jednak czg$¢ uczniow rozwiazujacych zadanie A, analizujac
swoje obliczenia, ujrzalo juz wykonane dodawanie (w pierwszym
dziataniu) i na tym poprzesta1014.

By¢ moze wigc dla wielu uczniow klas najmtodszych rozwiazywa-
nie tekstowych zadan matematycznych prostych i zlozonych (jedno-
dzialaniowych oraz wielodziataniowych, pozwalajacych rozltozy¢ si¢ na
kilka zadan prostych) polega przede wszystkim na ,,wylapaniu” danych
i szukanych liczb oraz szkieletu sytuacji operacyjnej, ktéra pozwoli
zidentyfikowac jej rodzaj w postaci dziatania matematycznego. By¢
moze jest to strategia do$¢ skuteczna i nieczgsto podlegajaca weryfikacji
ucznia.

Przyktad rozwiazania ucznia klasy trzeciej odstania wiasénie taka
strategi¢ ,,wylapywania” danych liczbowych. Cho¢ w tresci zadania
informacji jest duzo wigcej, autor przytoczonego rozwiazania zauwazyt
jedynie te, ktore zapisane zostaly za pomoca cyfr. Dobral wigc dziatanie
najbardziej, jego zdaniem, pasujace do fragmentarycznie poznanej tresci.

14 Tamze, s. 115.
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6. W Kklasie III kazdy chtopiec ma jedna albo dwie pitki. Pitke do gry w noge ma
10 chtopcow, a pitke koszykowa ma 9. Czterej chiopcy maja obie pitki.
Tlu chtopcow jest w tej klasie?

a3

7
<
f

a-= “:ilg 1
Odpowied: Wt@g(m/sw»gﬂt%%uﬂmbw% ................................................

Nauczyciele deklaruja czgsto podobne obserwacje dotyczace ra-
dzenia sobie z zadaniami tekstowymi wlasnych ucznidow. Niestety,
traktuja je jedynie jako rodzaj swiadomego lenistwa uczniéw oraz ich
niskiej motywacji do pracy. Tego rodzaju wyjasnienie moze uspokoié
i zachgca¢ do szukania sposobow poprawy sytuacji w zwigkszaniu liczby
przerabianych zadaf typowych z jednoczesnym intensyfikowaniem
motywacyjnych ,,zachetek” (typu ,,stoneczka” czy ,,usmiechnigte buzie”).
Brak glebszej nauczycielskiej analizy zrodta popelianych przez uczniow
btedow moze skutkowa¢ wzmocnieniem przekonania tych ostatnich co
do skutecznosci takiej strategii.

Jedna z przyczyn konstruowania strategii ,,wylapywania” w umys-
le jest konieczno$¢ rozwiazywania kilku zadan na lekcji, ktore ratwo
identyfikuje si¢ (zadanie ,na dodawanie”), a dodatku nie stanowia
najmniejszego wyzwania intelektualnego dla uczniow.

Ponizej zamieszczono przyktady zadan, ktére moglyby pojawic sig
na lekcji:

Olek miat 10 ztotych. Wydat 6 ztotych. lle pieniedzy mu zostato?
I nastgpne wersje tego zadania:

Olek miat 10 ztotych. Kupit ksiazke za 6 ztotych. lle pieniedzy mu
zostato?

Olek miat 10 ztotych. Wydat 4 ztote. lle pieniedzy mu zostato?

Olek miat 6 ztotych. Kupit siostrze prezent za 4 zlote. lle pieniedzy
mu zostato?"

1% Przyklad zadan zaczerpnigty z pozycji: K. Wojciechowska, Zadania tekstowe
w ksztalceniu zintegrowanym. Jak pomagacé dzieciom budowac i rozwiqzywa¢ zadania
tekstowe. Opole 1007, s. 21.
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Strategia pojawiajaca si¢ w kolejnych wersjach wydaje sig¢ oczy-
wista dla kogo$, kto potrafi poradzi¢ sobie z tego typu trudnos$cia
arytmetyczna — szukamy liczb oraz stowa kluczowego umieszczonego
w pytaniu. Doktadnie tak samo postgpuja uczniowie, dla ktorych tego
typu zadania nie stanowia trudnosci intelektualnej. W obecnych klasach
pierwszych (szczegoélnie miejskich) takich uczniéw jest catkiem sporo.
Strategia ,,wylapywania” okazuje si¢ naturalnym sposobem postgpowa-
nia w konfrontacji z tatwym zadaniem.

Przedstawione zadania proste taczy podobny szkielet konstruk-
cyjny. Czytajac kolejne zadania, przestaliSmy zastanawia¢ si¢ doktadnie,
jaka historyjka je tworzy. Latwiej jest raczej ,,rzucajac okiem” ustali¢ typ
zadania oraz rodzaj dzialania potrzebnego do obliczenia liczby, bedacej
odpowiedzia na postawione pytanie. Wigkszos$¢ z nas pewnie whasnie tak
postepowata. Uczniowie rozwiazujacy wiele typowych zadan konstruuja
podobne strategie. W kolejnych zadaniach typowych staraja si¢ dobrze
,,dobrac¢” dzialanie i poprawnie je obliczy¢. Uruchamiaja wigc jedynie
umiejetnos$ci tozsame z obliczaniem samych dziatan.

Intelektualna korzy$¢ uczniow rozwiazujacych wiele zadan typo-
wych sprowadza si¢ w efekcie do ¢wiczen obliczeniowych. Uczniowie
nie ksztalca mys$lenia matematycznego, ale przede wszystkim umiejet-
nos$ci rachunkowe. Podobny skutek bytby zapewne w przypadku wyko-
nania samych dziatan arytmetycznych.

Czgsto zdarza sig¢ wige, ze zadania typowe pehig tylko jedna z wie-
lu przypisywanych im r61'®: stuza do éwiczen rachunkowych. Nie ma
w tym nic zlego, jesli nauczyciele sg tego faktu $wiadomi. Jednak
deklaracje nauczycielskie wskazuja raczej na przypisywanie rozwiazy-
waniu zadan typowych wigkszego znaczenia w rozwijaniu wiedzy mate-
matycznej uczniow.

Przedstawione ponizej rozwiazanie zadania wykonane przez ucznia
klasy trzeciej ujawnia podobna strategi¢ postgpowania. Uczen zakreslit
dane przekonany, ze wystarczy je wskaza¢ i wykona¢ na nich dziatanie.

' Dydaktycy matematyki wczesnoszkolnej podaja wiele szerzej rozumianych funkcji
zadan tekstowych w rozwoju myslenia ucznidw, jak na przyktad M. Cackowska, ktora
wymienia migdzy innymi: ksztaltowanie i pogigbianie rozumienia poj¢¢ matematycznych
dzigki wigzaniu ich z sytuacjami praktycznymi, utrwalanie i poglebianie umiejgtnosci
obliczeniowych, tworcze wykorzystanie poznanych praw matematycznych, ksztalcenie
logicznego myslenia. Zdaniem innych (S. Turnau, M. Potemkowska) zadania typowe
(szczegolnie te posiadajace jedno rozwiazanie) postrzegane s najczesciej jako rodzaj
¢wiczeniowych przyktadéw, majacych rowniez na celu zapoznanie uczniow ze struktura
zadania tekstowego. Rola zadan, ktore nie sg problemami (proste i ztozone), polega
przede wszystkim na wyéwiczeniu umiejgtnosci rachunkowych w celu zdobycia wprawy
w rozwigzywaniu danego typu zadania lub na wy¢wiczeniu okre§lonego rodzaju dziatan
w rachunku pamigciowym.
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Nastgpnie chcial zidentyfikowaé szkielet operacyjny, czyli ,,dopasowac”
dziatanie. Czasownik ,,sprzedano” zasugerowat odejmowanie, wigc doko-
nat takich obliczen.

6. Beczka z kapusta kiszona azﬂailograméw. dy sprzedano z niej potowg
kapusty, wazyla juz tylke ilogram6w{Ile wazyta sama beczka?
@

4/
0TI

Odpowiedz: SOLW(}WMW%/T%#QTV ........................

Konstrukcja zadania nie odstania w sposob oczywisty operacji do
wykonania, co stwarza naturalna trudno$é. Sukces w przypadku tego
zadania moglaby zapewni¢ doktadna analiza sytuacji, wsparta wyobraze-
niem sobie calej ,.historii” zawartej w tekscie zadania. Ten uczen (i nie-
stety wielu innych) wypracowat jednak wczesniej inng strategie, ktora tu
okazata si¢ nieskuteczna. W tym kontekscie przekonanie, ze umiejgtnosé
rozwiazywania wielu podobnych zadan pozwoli radzi¢ sobie z kazdym
zadaniem, moze okaza¢ si¢ dodatkowa bariera poznawcza dla uczniow.

Jednym z najwazniejszych aspektow myslenia matematycznego
jest szukanie i dostrzeganie analogii. Jest to mozliwe wowczas, gdy uczen
ma sposobnos¢ do samodzielnego tworzenia modeli relacji matema-
tycznych w zadaniach tekstowych. Poniewaz jednak uczniowie gtownie
rozwiazuja zadania, ktorych schemat rozwiazania jest zbyt tatwy albo
podany w gotowe] postaci przez nauczyciela, nie radza sobie, gdy typ
zadania jest nierozpoznawalny.

Przyktadowe zadanie tekstowe: Z dwéch fontann wyplywa 400
litrow wody na minute. Z mniejszej fontanny wyplywa 80 litrow na
minute a z drugiej 4 razy wigcej. Jaka ilo§¢ wody wyplywa w ciagu
minuty z kazdej fontanny? jest trudne przede wszystkim dlatego, ze
uczniowie nie potrafia zidentyfikowaé, ,,na co jest to zadanie”. Nie
potrafia rowniez stworzy¢ modelu matematycznego'’, poniewaz nie maja
okazji do ¢wiczenia takiej strategii na lekcjach.

17 Na marginesie muszg doda¢, ze prawie polowa studentéw wezesnej edukacji nie potrafi
samodzielnie rozwigzac tego zadania, poniewaz nie moga sobie wyobrazi¢ zadnego mo-
delu opisujacego relacje migdzy liczbami. Czg$¢ z nich, nawet po wielu ¢wiczeniach
poprzestaje na probach opanowania identyfikacji zadania i przypomnienia sobie schema-
tu, ktory wowczas brzmi mniej wigeej tak: Aha, to wiem, trzeba calq wode podzieli¢ na
cztery plus jeden, czyli 5. Na pytanie, dlaczego wtasnie tak, odpowiadaja najczgsciej: Bo
tak bylo, Bo tak robilismy. Zapamigtali algorytm postgpowania, cho¢ zupelnie nie
rozumieja, dlaczego tak wlasnie on wyglada.
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Nawet wowczas, gdy nauczyciel wyjasni, jak powinni rozwigzac
to zadanie, wielu uczniow nadal nie rozumie, dlaczego wlasnie takie
formuly matematyczne nalezy zapisa¢. Podany przez nauczyciela model
nie stanowi bowiem wiedzy wyrostej z samodzielnego badania sytuacji
z zadania zakonczonego uksztattowaniem jej symbolicznej reprezentacji.

Uczniowie w konfrontacji z takim zadaniem probuja sobie radzic,
uruchamiajac znane sobie strategie identyfikowania typu zadania,
starajac si¢ zapamigta¢ sposob postgpowania w sytuacji, gdy w zadaniu
wystgpuja kluczowe stowa, na przyktad: ,,jeden wigkszy od drugiego ile$
razy, a razem...” . Jednakze jest to strategia o bardzo krotkim zywocie
i po krotkim czasie zapomniana. Wowczas zadanie analogiczne w sensie
modelu matematycznego: Syn jest 3 razy mlodszy od ojca. Obaj maja
52 lata. Ile lat ma kazdy z nich? okazuje si¢ ponownie nie do roz-
wiazania.

Wprowadzanie przez nauczyciela sposobow rozwiazywania
kolejnych typow zadan nie generuje wigc potrzeby uczniéw do szukania
analogii. Do rozpoznania typu zadania wystarczy bowiem identyfikacja
algorytmu do zastosowania, nawet bez zrozumienia, dlaczego jest on
wlasnie taki.

Inaczej méwiac: rozpoczynanie zapoznawania uczniéw z réznymi
zadaniami matematycznymi od tlumaczenia i wyjasniania, ,jak to sig
robi”, eliminuje ich potrzebg dostrzegania analogii migdzy relacjami
matematycznymi. Uruchamiany zostaje przede wszystkim mechanizm
zapamigtywania algorytmu oraz budowania strategii rozpoznawania ,,na
co jest to zadanie”. W ten sposob uczniowie zapewniaja sobie pewien
zakres bezpieczenstwa funkcjonowania na lekcjach matematyki czgsto
utozsamiajac umiejetnos$¢ identyfikacji algorytmu z mysleniem matema-
tycznym.

Juz dzieci w klasie pierwszej w sytuacji, gdy nie mogly odkry¢
operacji koniecznej do rozwiazania zadania, probowaly przyporzadkowaé
znany schemat. Wielokrotnie obserwowalam, jak uczniowie rozwiazujacy
zadanie: W rodzinie Kowalskich jest dwoch synéw. Kazdy z nich ma
siostre. Ile dzieci jest w tej rodzinie?, pytali: A fo zadanie jest na
dodawanie czy odejmowanie? (w zaleznosci od aktualnie wykonywanych
na lekcji obliczen). W przytoczonym powyzej zadaniu ugruntowany
schemat, ktory utworzyt si¢ w efekcie wielokrotnych doswiadczen
uczniowskich, okazal si¢ jednak nieskuteczny. Niemozno$¢ zidentyfiko-
wania algorytmu koniecznego do rozwiazania zadania skutkowal wigc
bezradnos$cia uczniow.

39



Rozwigzywanie przez uczniow wielu typowych zadan generuje
czgsto strategie, ktore moga okazac si¢ przyczyna niepowodzen w klasach
starszych. Ten problem jest szczeg6lnie istotny w przypadku uczniow,
ktorzy rozpoczynaja edukacj¢ matematyczna w szkole, radzac sobie z pa-
migciowymi dziataniami dodawania i odejmowania w zakresie dziesigciu.
Wrtasnie ci uczniowie szybko si¢ orientuja, ze wiele przerabianych na
lekcji zadan nie wymaga tracenia czasu i wysitku na bardzo uwazne
czytanie. Sukces zapewnia orientowanie si¢ w kluczowych stowach.
Dodatkowym niebezpieczenstwem stosowania takiej strategii moze wigc
okaza¢ si¢ bezradno$¢ wobec zadania poznawczo nowego, poniewaz nie
da si¢ w nim zidentyfikowa¢ operacji do wykonania, a przede wszystkim
nie da si¢ jej wskaza¢ po pobieznym czytaniu. Uczen, dla ktérego ten
sposob okazywat si¢ do tej pory wystarczajaco skuteczny, dos§wiadcza
niepokoju o wlasne kompetencje. W efekcie niechetnie probuje swoich sit
z innymi (nietypowymi) zadaniami, uwazajac je za zbyt trudne.

s NIELISCIE PoLiczy
TE StUPRL?

GO [far et )
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Na lekcjach nie ma czasu na zajmowanie sig
problemami matematycznymi

Akceptacja przez wielu nauczycieli tego stwierdzenia jest gene-
rowana z jednej strony przez mityczne przekonanie o konieczno$ci
zapetniania wszystkich bez wyjatku kart pracy ucznia. Z drugiej strony
natomiast istnieje opinia, rowniez o mitycznym charakterze, ze zajmowa-
nie si¢ problemami matematycznymi mozliwe jest po zrealizowaniu
jakiej$ partii materialu, gdy uczniowie poznali juz pewne pojecia
matematyczne i wowczas dopiero moga je wykorzystywac tworczo.

Rzeczywiscie, zrealizowanie calego materialu ¢wiczeniowego
proponowanego w pakiecie edukacyjnym zakrawa na niemozliwo$¢. Kart
z ¢wiczeniami, zeszytow z dodatkowymi zadaniami utrwalajacymi itp.,
jest tak duzo, ze na wypelnienie wszystkich ledwo starcza czasu. W fer-
worze takich dzialan zapomina si¢ o istnieniu innych tresci i zagadnien
matematycznych, ktére mozna by zaproponowac uczniom.

Zalozenie na poczatku roku szkolnego takiego sposobu ,.realizo-
wania programu nauczania”, z gory skazuje na porazke¢ proby oderwania
si¢ od tego schematu. Wielu nauczycieli, z ktérymi rozmawiatam,
argumentowalo konieczno$¢ takiego podporzadkowania swoich zajeé
wytycznym pakietu edukacyjnego naciskiem rodzicow. Zdaniem nauczy-
cieli, wymuszaja oni konieczno$¢ przerabiania wszystkich zadan po kolei
w trosce o prawidlowe wykorzystanie pienigdzy ulokowanych w zakupie
podrecznikow.

W ten sposéb dochodzi nagminnie do sytuacji, gdy przedmiotem
troski dorostych staje si¢ nie dziecko, ale zysk wydawnictw. Odpowiadaja
one na zapotrzebowanie nauczycieli w drukowaniu cato$ciowych pakie-
tow z dokladnos$cia niemalze do kazdego dnia. Jedna z nauczycielek,
ktora dzielita si¢ ze mna pomystem na zmiang programu (i catego pakie-
tu) argumentowala to nastgpujaco: W starym to mam temat na kazdy
dzien, a w tym nowym mam w kazdym miesiqcu jeden tydzien dla siebie
(sic!), jak jestem chora, czy wypadng dni Swiqteczne, to moge nadgonic.
Nalezatoby sig zapytac, jaka jest jej wizja edukacyjna? Czy mozna tu
mowic¢ o podporzadkowaniu, czy raczej zniewoleniu dydaktycznym?

Problemy matematyczne, czy szerzej — zadania nietypowe —
wymagaja myslenia koncepcyjnego uczniéw, poniewaz ich struktura nie
pozwala na automatyczne zidentyfikowanie dziatania na podstawie
kluczowego stowa zawartego w tresci. Proces rozwiazywania zmusza
wigc ucznia do samodzielnego konstruowania modelu rozwigzania.
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Z badah wynika'®, Zze ponad cztery piate nauczycieli wczesnej
edukacji (83,5%) jest zdania, ze: Uczniowie w tym wieku mogq juz
samodzielnie wymysla¢ metody rozwiqzywania zadan tekstowych.
Jednoczesnie jednak akceptuja konieczno$¢ codziennej pracy uczniow,
ktorej najsilniej odciskajacym si¢ aspektem jest odtworczos¢. Wysoki
odsetek (78,3%) badanych nauczycieli klas najmtodszych'’ deklaruje
bowiem przekonanie, ze ich podstawowym zadaniem jest ttumaczenie

uczniom, w jaki sposob rozwiqzuje sie matematyczne zadania roznych
typow.

Akceptacja wlasnej roli, rozumianej przede wszystkim jako ,,daja-
cego” wiedzg, sytuuje nauczyciela w centrum intelektualnego wysitku
wykonywanych w klasie czynno$ci matematycznych. Nauczyciel jest
woOwczas nastawiony na konieczno$¢ niesienia natychmiastowej pomocy
uczniowi, ktory nie podjal proby rozwiazania zadania. Taka sytuacja
budzi bowiem w nauczycielu silny niepok¢j thumiony wiara, ze pokazanie

uczniowi, ,,jak to zrobi¢”, bedzie zrodtem zadowolenia tego ostatniego.

Wielokrotne tlumaczenie uczniom, jak rozwiazuje si¢ zadania roz-
nego typu, stanowi wigc kluczowy sposob myslenia nauczyciela o wilas-
nej aktywnos$ci. Stanowi ona podstawe pracy na lekcjach matematyki.
W sposob naturalny pojawia si¢ wigc wniosek (czgsto nawet nie do konca
uswiadomiony), ze zadania typowe wymagaja bardzo duzo czasu i wkla-
du pracy zaréwno nauczyciela jak i uczniow. Nie ma go tym samym dla

zadan nietypowych, zdaniem nauczycieli, trudniejszych.

Zrodet takiego podejscia mozna poszukiwac w silnie zakotwiczonej
w praktyce nauczyciela pewnosci, ze najwazniejszy jest program i jego
egzemplifikacja - pakiet podrgcznikowy. Jesli w propozycji wybranej
przez nauczyciela pojawia si¢ zadania nietypowe, wowczas ich rozwia-
zywanie jest usprawiedliwione i mozna pozwoli¢ uczniom sprobowac.
Jednak bywa, ze nawet wowczas sposob zajmowania si¢ nimi na lekcji
nie rézni sig¢ od schematycznego przekazywania wiedzy. Najczesciej
rozwigzywanie zadania problemowego odbywa si¢ wspdlnie z nauczy-
cielem, ktory $wiadom jego wigkszej trudnosci, tym bardziej stara sig

uczniom wyjasnié, najczesciej z mato satysfakcjonujacym skutkiem.

18 M. Dabrowski (red.), Badanie umiejemosci podstawowych uczniéw ..., dz. cyt.
19 .
Tamze.
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Wielu nauczycieli po kilku takich do$wiadczeniach przyjmuje za
pewnik, Ze zadania problemowe sa jedynie dla najzdolniejszych uczniow.
W dodatku, ci ostatni rowniez odnosza si¢ do zadan nietypowych z coraz
bardziej ograniczonym entuzjazmem, obawiajac si¢ porazki. Do$¢ szybko
wigc nauczyciele tracg wiar¢ w sens zajmowania si¢ tymi zadaniami na
zajeciach standardowych, uspokajajac swoje sumienie propozycjami

pozalekcyjnymi.

Poniewaz trudno jest zadania nietypowe wpisywac w algorytmicz-
ne sposoby postgpowania, uznaje si¢ czgsto, ze szkoda czasu na zajmo-
wanie si¢ zagadnieniami postrzeganymi jako ponadprogramowe i zbyt
trudne. W zwiazku z tym wielu nauczycieli traktuje jako absolutny
priorytet rozwigzywanie jedynie typowych zadan na lekcjach matematyki.

Zadania nietypowe przedstawiane sg czgsto w podrgeznikach jako
zagadki, ciekawostki, a ich rola jest rowniez przez autor6w postrzegana
jednowymiarowo. Tymczasem tego rodzaju ,,dodatki” moga stanowic
jedynie drobny margines znaczenia zadan nietypowych w rozwoju

dziecigcego mys$lenia matematycznego.

Zadania te moga by¢ na przyklad okazja do tworzenia matema-
tycznych intuicji, szerokiego wachlarza reprezentacji poje¢. Wiele zadan
rozwija rozumienie roli liczb w dzialaniach. Taki przyktadem moze by¢
nastgpujacy problem: Dodaj do siebie liczby 5 i 9. Jak zmieni si¢ suma,
jesli pierwszy skladnik zwigkszysz o 3? Uczniowie moga bada¢ zalez-
nosci na przedmiotach, tworzac w umystach wyobrazenia zwiazane ze
zmianami wprowadzanymi w liczbach. Takie do$§wiadczenia pomagaja
zrozumie¢, co znaczy na przyklad ,,0 3 wigcej”. Uczen, nawet w sposob
nie do konca §wiadomy, ma szans¢ dostrzec: 4ha, to musze miec tyle

samo i jeszcze trzy.

Jesli dziecko utozsamia to pojecie jedynie z dziataniem dodawania,
jego rozumienie poroOwnania roéznicowego ma ograniczony zakres.
Wyobrazenia dotyczace relacji migdzy wielkosciami (nieograniczone
jedynie do wywotywania odpowiedniego dziatania na hasto ,,wigcej 0...”)
maja duze znaczenie, na przyktad dla rozwiazywania zadania: Na pierw-
szej poélce stoi o 3 ksiazki wigcej niz na drugiej. Na obu poélkach jest
17 ksigzek razem. Ile ksiazek jest na kazdej z polek?

Problemy matematyczne stanowi¢ moga materiat do samodzielnego
prowadzenia badan nad relacjami matematycznymi i nadawania im oso-

bistych znaczen.

43



Ponizej zaprezentowano zadanie, ktoérego rozbudowana struktura
umozliwia stawianie hipotezy, jej weryfikowanie oraz zauwazanie pra-
widtowosci:

a) Przyjrzyj sie tej piramidce. Zwré¢ uwage na to, 3
jak sie wypetnia takie piramidki. 4

419 ﬂ’15

Wypetnij w ten sposob te trzy piramidki:

8 12217 |17 | 8 |22] |22|17 | 8

b) Co faczy te trzy piramidki?

¢) A czym sie one r6znia?

d) Jak nalezy wpisa¢ liczby: 6, 9 i 33 w dolnym rzedzie
piramidki, zeby gdérna liczba byta jak najwieksza?
Wpisz je w ten sposéb w dolny rzad tej piramidki:

e) Wyjasnij, dlaczego tak wiasnie nalezy wpisac te liczby.

Rozwiazujac tego rodzaju problem matematyczny, uczniowie majq
okazje do odkrywania relacji, ktorych wczeéniej nie uswiadamiali sobie.
Poszukiwania tego rodzaju zalezno$ci pomagaja eliminowac na przyktad
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fatwe i nieskuteczne tu skojarzenia zwiazane z przemiennos$cia dodawa-
nia. Samodzielne odkrywanie matematycznych znaczen buduje $wiado-
mos$¢ ucznidw, czym jest rozumienie i myslenie matematyczne. Uczy ich,
ze najwazniejsze jest wiedzie¢, ,,dlaczego tak si¢ dzieje”, zupelnie
odmiennie, niz wowczas, gdy rozwiazujac typowe zadania probuja
przypomniec¢ sobie, ,,jak to bylo robione”.

W catym procesie zajmowania si¢ tego typu problemem niezwykle
istotne jest rowniez, ze aktywnos$¢ ucznidow wypetniona jest niejako ,,przy
okazji” konieczno$cia wykonania wielu obliczen. Nie pelnia tu jednak
roli dtugiego tancucha nudnych i prostych przyktadéw ,,na dodawanie”
zadanych ¢wiczeniem z podrgcznika, ale stanowia naturalna potrzebg
ucznia, ktory musi im si¢ przygladaé, decydujac samodzielnie, ktdore
przyktady sa mu potrzebne i stanowia potencjalne zrodto odkrycia.

W podanym nizej przyktadzie uczen wykonat obliczenia dodatko-
we, uzasadniajac swoj wybor.

d) Jak nalezy wpisa¢ liczby: 6, 9 i 33 w dolnym rzgdzie
piramidki, zeby gorna liczba byla jak najwigksza?
Whpisz je w ten sposob w dolny rzad tej piramidki:
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Trzecioklasista, ktory jest autorem powyzszego rozwiazania, doko-
nywat wielu obliczen, ¢wiczac dodawanie w zakresie 100. Dodatkowo
zauwazyl podobienstwa i réznice, ktore precyzyjnie opisal. Zauwazyt
rowniez, ze najlepiej, gdy na dole tabelki wpisana jest na srodku liczba
najwigksza. Byt o krok od u$wiadomienia sobie, dlaczego tak powinno
by¢.

Inny uczen klasy trzeciej prowadzac badania z r6znymi usytuowa-
niami liczb w dole piramidki zauwazyt i sformutowat prawidtowos¢, choé
nie potrafil sformutowac jej precyzyjnie.
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7. a) Przyjrzyj si¢ tej piramidce. Zwroé uwage na to,
jak si¢ wypetnia takie piramidki.
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d) Jak nalezy wpisac liczby: 6, 9 i 33 w dolnym rzedzie
piramidki, zeby gérna liczba byla jak najwigksza?
Wpisz je w ten sposob w dolny rzad tej piramidki:

¢) Wyjasnij, dlaczego tak wlasnie nalezy wpisac te liczby.
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Zajmowanie si¢ problemami matematycznymi jest nierozerwalnie
zwigzane z samodzielno$cia poznawcza ucznidéw. Praca nad wyzej
podanym problemem realizowana przez wyjasnianie nauczyciela, w jaki
sposOb rozwigza¢ kolejne podpunkty, nie miataby sensu. Definicyjna
wiedza o tym, jak wpisa¢ trzy liczby do piramidki jest zupetnie nie-
uzyteczna, chyba ze dotyczy doktadnie takiego samego zadania. Trudno
bytoby jednak na takich fragmentach wiedzy budowaé¢ myslenie mate-
matyczne. Rozwigzywanie tego rodzaju zadania ma wigc znaczenie nie
tyle w sensie podania wlasciwej odpowiedzi (zorientowanie na wynik),
ile zajmowania si¢ nim (zorientowania na proces badawczy, wspierajacy
umiejetnos¢ odkrywania relacji matematycznych).

W obecnej rzeczywistosci szkolnej nauczyciele dokladaja wielu
staran, cierpliwie tlumaczac sposoby rozwiazania zadan tekstowych.
Niestety okazuje sig, ze efekty nauczania matematyki sa niezadowalajace.
Przyczyn takiego stanu rzeczy poszukuje si¢ gldownie w matematyce, jako
dziedzinie wiedzy szczegolnie trudnej. Niewatpliwie to przekonanie nie
jest pozbawione racji, ale z pewnos$cia nie wystarczy do wytlumaczenia
trudnosci polskich uczniéw z uczeniem si¢ matematyki w szkole. Jedna
z przyczyn moze by¢ wtasnie brak kontaktu wielu uczniéw z problemami
matematycznymi, szczegélnie w konteks$cie samodzielnych prob ich
rozwiagzywania.

Zadania-problemy powinny wigc stanowi¢ czgsty materiat do pracy
dla wszystkich uczniow. Odpowiednio dobrane, generuja dodatkowo
konieczno$¢ wykonania wielu algorytmicznych ¢wiczen, czyniac zado$§é
rozwijaniu umiejgtnosci podstawowych uczniéw. Moga rowniez przeciw-
dziata¢ konstruowaniu niekorzystnych strategii typu ,,wylapywanie”.
Rozwiazujac problemy uczniowie maja rowniez okazj¢ do uswiadomienia
sobie, ze wiedz¢ matematyczna moga budowaé samodzielnie,
uniezalezniajac si¢ intelektualnie od nauczyciela.
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Matematyka nie nadaje si¢ do pracy w malych zespolach

Wigkszo$¢ nauczycieli wczesnej edukacji wyraza duzy niepokdj
odnos$nie do takiej formy pracy najmiodszych uczniow. Potwierdzaja to
réwniez badania. Kiedy w 2008 roku obserwowano wiele (34) godzin
lekcyjnych zaje¢ edukacji matematycznej w dwudziestu losowo dobra-
nych szkotach wielkomiejskich, zwrocono uwage, ze formy pracy,
polegajace na pracy w grupach czy cho¢by w parach, zajmowaly mar-
ginalng czgs$¢ lekcji. 52,9% czasu uczniowie pracowali cata klasa, nieco
mniej (42,3%) zajgé stanowita aktywno$¢ indywidualna uczniéw. Jedynie
4,1% obserwowanych lekcji matematyki polegala na pracy w grupach,
a 0,7% to czas, gdy dzieci mogly zajmowac¢ si¢ jaka§ czynnos$cia

20
w parach™.

Juz te dane pokazuja mato akceptujacy stosunek nauczycieli klas
poczatkowych do metody pracy uczniow w matych grupach. Ten
niepokoj jest szczegolnie silny w przypadku lekcji matematyki, poniewaz
nauczanie tresci z tego przedmiotu intensywnie kojarzy si¢ dyscyplina,

cisza na lekcji oraz $cista kontrola poprawnosci wykonywanych zadan.

Praca w grupach charakteryzuje si¢ niemozno$cia dotrzymania
zadnego z tych warunkéw. Ma ona sens jedynie wowczas, gdy uczniowie
moga rozmawiac ze soba oraz dokonywac¢ prob radzenia sobie z proble-

mem, rowniez btednych prob.

Wielu nauczycieli, ktdrzy nie wyobrazaja sobie takiej organizacji
pracy na zajegciach matematycznych, podaje dwojakiego rodzaju argu-
menty. Pierwszy jest zwiazany ze specyfika tresci matematycznych.
Uwazane sa za trudne (albo mato interesujace), jesli wigc wyznaczymy
kilka 0s6b do wspolnej pracy, natychmiast zostanie ona zrzucona na
najlepszego ucznia, ktéry rozwiaze zadanie, udostgpniajac jedynie
pozostatym uczniom wynik. Zrédtem tego mitu sa osobiste wspomnienia
nauczycieli wezesnej edukacji, ktorzy w duzej czgsci wywodza si¢ z ucz-

niow pamigtajacych przede wszystkim trudnosci z tym przedmiotem

2 M. Dabrowski, Edukacyjna codziennos¢ klasy trzeciej. [w:] M. Dagiel, M. Zytko
(red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniow trzecich klas szkoly podstawowej.
Nauczyciel ksztalcenia zintegrowanego 2008 Wiele réznych swiatéw? Warszawa 2009.
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w szkole. Na bazie wlasnych do§wiadczen eliminuja a priori mozliwos¢
podejmowania wspolpracy przez uczniow o niekoniecznie najwyzszych

umiejetnosciach matematycznych.

Drugi argument jest taki, ze wspolna praca znacznie ogranicza czas
i zakres wykonywania matematycznych zadan przez poszczegdélnych
uczniow. Zdaniem nauczycieli lepiej, gdy kazdy uczen wykona samo-
dzielnie kart¢ pracy. Istnieje wowczas mozliwos¢ kontroli, czego sig
nauczyl. Jest to zludne przekonanie, poniewaz konstruowanie repre-
zentacji przez jednostke podlega osobistym procedurom, a tworzona
wiedza zalezy od catego bogactwa wczesniejszych doswiadczen. W tym
konteks$cie rowniez btgdne rozumowanie nie musi kotwiczy¢ si¢ w umys-
fach ucznidéw w sposob automatyczny; przeciwnie, krytyczne mysle-
nie ucznidow moze okaza¢ sig¢ skutecznym weryfikatorem blednych

rozwiazan.

Czg$¢ nauczycieli traktuje pracg w matych grupach jako rodzaj
modnej nowinki. Styszeli albo czytali o takiej metodzie organizacji pracy
i chetnie sprobowali jej zastosowania. Nie byli jednak usatysfakcjono-
wani, a podjgta proba okazata si¢ potwierdzaé wszystkie obawy.
Nauczycielki, z ktérymi rozmawiatam, komentowaty: Nie wiem, co mi
nie wyszlo, ale to sie nie sprawdza na matematyce albo: Oni i tak pracujq

osobno, moze sq jeszcze za mali?

Najczgstsza przyczyna tych niepowodzen jest nieodpowiedni do-
bor zadania do rozwigzania. Dwa ponizsze przyklady pomoga by¢é moze
uzmystowi¢ sobie, na czym polega réznica w jakosci pracy grupy
uczniow, w zaleznosci od rodzaju zadania do wykonania. Pierwszy
z nich polega na poleceniu rozwigzania w malej grupie zadania: Na
urodziny Oli, jej mama urzadzila przyjecie dla 14 oséb. Dla kazdego
mama kupila po jednym ciastku za 3 zl kazde, oraz 10 litrowych
kartonow soku dla wszystkich, po S zlotych jeden karton. Ile zapla-

cila za zakupy?

Zadanie jest ztozone i wymaga wykonania kilku obliczen. Nie jest
jednak dobre do pracy w matej grupie. Jest ono typowe, nie wymaga

dhuzszego zastanawiania si¢. Kompetencja, ktora jest niezbgdna do jego

49



rozwigzania jest jedynie sprawno$¢ rachunkowa oraz wykorzystanie do
obliczen wszystkich danych liczbowych. Uczniowie, ktdrzy posiadaja
takie umiejetnosci, wykonaja zadanie, czgsto z poczuciem wyzszosci
wobec tych, ktorzy jeszcze nie zdazyli obliczy¢. Pozostali ucza sig¢ wige
bardzo szybko, ze lepiej nie naraza¢ si¢ na takie sytuacje i na drugi raz
zostawi¢ inicjatywe koledze, on i tak zrobi najlepiej. Zadanie typowe
najczgSciej niesie ze soba wysokie prawdopodobienstwo szybkiej
identyfikacji i rownie szybkich obliczen. Jesli juz zostaty one dokonane
przez jedna osobg, to catkowite wycofanie si¢ z aktywno$ci wspomaga-
jacej wzajemne wysitki jest z perspektywy pozostatych uczniow dosc

racjonalne. Im wystarczy odtworcze przepisanie rozwigzania.

Rozpatrzmy teraz drugi przyktad o realnym charakterze: Jedna
z uczennic w klasie bedzie obchodzita za dwa tygodnie urodziny.
Zaprosita calq klase, ale potrzebna jest jej pomoc w organizacji przyjgcia,
poniewaz mama przeznaczyla na nie okreslona kwote pieniedzy. Popro-

sita wigc kolezanki i kolegdw o propozycje.

W matych grupach powstaja wowczas uczniowskie projekty, kto-
rych tworzenie generuje potrzebg poznania ceny ciastek czy napojow (od
nauczyciela, z cennika sklepowego) Niezbedne okazuje si¢ rodwniez
przeliczenie wariantdw oraz wybor najbardziej optymalnego (ze wzgledu
na ceng, atrakcyjnos¢, ilos¢ itp.) wyboru rodzaju poczestunku. Dzieci
zastanawiaja si¢ rowniez, jak ustawi¢ stoty, zeby wszyscy mogli usias¢,
ile i jakich potrzeba nakryé. W rozwiazywanie takiego problemu ch¢tnie
zaangazuje si¢ wigkszo$¢ dzieci. Przede wszystkim dlatego, ze moga sig
przyda¢ pomysty i doswiadczenia kazdego z nich. Dowolna propozycja
przedstawiona przez ucznia ma szans¢ by¢ wzigta pod uwage. Nie wia-
domo w koncu, pomyst ktorej grupy okaze si¢ optymalny i zostanie
zaakceptowany przez organizujaca urodziny kolezankg. Kazdy jednak
jest na swdj sposob interesujacy, poniewaz jest tworczym dzietlem

wszystkich cztonkow grupy.

Jest oczywiste, ze nie wszyscy maja jednakowy udziat w rozwigzy-
waniu tego problemu, poniewaz kazdy pracowal najbardziej intensywnie
na takim etapie, w ktorym najlepiej mogt korzysta¢ ze swojej wiedzy

osobistej. Nie znaczy to jednak, ze w pozostatych etapach nie brat
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udzialu. Pracowatl poznawczo réwniez dzigki temu, ze w wigkszym lub
mniejszym zakresie analizowatl pomysty innych. Cho¢ nie mamy petnej
kontroli, czego dokltadnie si¢ uczyt, wiemy, ze rozwijal swoje kompeten-
cje w zakresie r6znego rodzaju operacji matematycznych, na przyktad:

obliczen.

Drugi przyktad opisywal rodzaj mini projektu zachowujacego
cechy problemu otwartego. Praca nad tak sformutowanymi problemami
jest jedna z interesujacych mozliwosci organizowania zajg¢ w matych
grupach. Badani nauczyciele wczesnej edukacji w wigkszosci (60,5%)
nie zgadzaja si¢ ze stwierdzeniem: Zadania otwarte, czyli o wielu moz-
liwych rozwiqzaniach, sq za trudne dla dzieci w klasach 1-3. Dostrzegaja
wigc (i stusznie) w swoich uczniach potencjat do radzenia sobie w sytu-

acjach niejednoznacznych.

Mini projekty, jak ten przytoczony powyzej, stanowia jeden
z przyktadow zadan dobrze sprawdzajacych si¢ we wspdlnej pracy
uczniow. Wskazane do wykorzystania sa réwniez zadania nietypowe
roznego rodzaju. Wigkszo$¢ z nich wymaga bowiem skonstruowania
reprezentacji sytuacji opisanej w zadaniu, zrozumienia jej na swoj
sposob. Do rozwiazania nie wystarczy umiejgtnos¢ wykonywania dzialan

na liczbach.

Przyktadem takiego zadania moze by¢ nastgpujaca zagadka logicz-
na: Dziadek, dwéch ojcow, dwoch synéw i wnuczek poszli na obiad
do restauracji. Ilu osobowy stolik im wystarczyl? Uczniowie musza
wyobrazi¢ sobie, jakie relacje panuja miedzy cztonkami rodziny,
odwotujac si¢ do swojej wiedzy osobistej, a nastgpnie zwerbalizowad
zauwazone zaleznosci. Zostang one poddane weryfikacji kolegow, a kaz-
dy pomyst (nawet slabego ucznia) moze okaza¢ si¢ tym, ktoéry pomoze
kolejnemu uczestnikowi z tej grupy rozwinaé go i wykorzysta¢ w roz-

wiazaniu.

Jeszcze inna grupa zadan, dobrze organizujacych pracg w grupach
sa zadania na odkrywanie regul. Przykladem takiego zadania moze by¢

nastg¢pujacy problem matematyczny:
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. a) Uzupeij te dwie tabelki:

1125 10

o
b) W tej tabelce usunigto dodawane liczby. 25 19
Uzupelnij w niej puste pola. 17 15

a

¢) A teraz uzupelnij t¢ samg tabelke,

ale w inny sposdéb. 25 19
17|15

. , . -

jeszcze raz! Uzupelnij te sama tabelke

W jeszcze inny sposob niz poprzednio. 2 5 19
17|15

e) A czy t¢ tabelke takze mozna uzupetnic?
Jak myfélisz, dlaczego tak si¢ dzieje? 13118

12|16

Rozwiazujac wspolnie takie zadanie uczniowie musza przej$é
przez kilka etapéw. Najpierw kazdy moze samodzielnie wypehi¢ pierw-
sze dwie tabelki, ktore nie sprawiaja zadnych trudno$ci poznawczych, ale
wprowadzaja w pewng konwencj¢ postgpowania. Kolejny etap zaczna
réwniez indywidualnie, ale czgsto bgda juz zainteresowani wynikami
kolegow, beda porownywac, czgs¢ moze zauwazy, ze wpisane liczby nie
sa takie same u wszystkich. By¢ moze zainteresuja sig, dlaczego tak jest.
Dzigki pracy w grupie maja dodatkowy dostgp do informacji, ktora
bytaby ukryta w przypadku $cisle indywidualnego zmagania si¢ z prob-
lemem. Jednocze$nie poczynione u siebie i kolegdw obserwacje, zauwa-
zone podobienstwa i réznice, stanowi¢ moga pewna baz¢ wyjsciowq dla
zauwazenia prawidtowosci wymaganej w ostatnim podpunkcie.
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Proby uzupehienia ostatniej tabelki spelzaja na niczym. Atutem
pracy wspdlnej jest tu szybkie zauwazenie nieprawidtowosci u kolegow,
ktorzy blednie uzupetili tabelke. Przyzwyczajeni bowiem do faktu, ze
zadane na lekcji zadanie zawsze mozna rozwiazal, wpisuja liczby
w podobny sposob, jak w poprzednim podpunkcie, nie sprawdzajac
zbyt rygorystycznie kazdej z nich. Ponizej podano przyklad takiego

rozwiazania.

e) A czy t¢ tabelke takze mozna uzupetnic?

Jak myslisz, dlaczego tak si¢ dzieje? 13118
12 |16
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Uczen wypehiat zgodnie z poleceniem poprzednie tabelki. Pole-
gajac na tych doswiadczeniach byt pewien, ze i tym razem jest to
mozliwe, czemu dal wyraz w swoim wyjasnieniu. Proba zalgorytmizo-
wania czynnoS$ci uzupetniania tabelek uniemozliwita krytyczne myslenie.

Inny trzecioklasista, bgdac by¢ moze pod wplywem motywacyj-
nych przekonan nauczycielskich, ze kazdy powinien odnies¢ jaki$

sukces, uzasadnit mozliwo$¢ wypehienia tabelki.

€) A czy te tabelke takze mozna uzupeni¢?

Jak myslisz, dlaczego tak si¢ dzieje? 13|18
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Tego typu bledy wylapia koledzy, ktorzy sprawdzali doktadniej
rachunki i moga dzigki temu zainteresowac sig, dlaczego im si¢ nie
udato, a innym tak. Chg¢ zweryfikowania poprawnosci myslenia kolegi
jest wowczas silna motywacja do szukania niepoprawnie wpisanych
liczb. Ten etap toczy si¢ zwykle z udzialem werbalnych komunikatow,
dyskusji, podawania w watpliwo$¢ 1 przekonywania do stusznosci
wlasnych wynikéw. Proces werbalizowania wlasnego zdania, jego
weryfikacji i analizowania kontrargumentéw jest bardzo wazny dla
rozwijania j¢zyka poje¢ matematycznych. Uczniowie staraja si¢ dyscy-
plinowa¢ swoje myslenie tak, aby mozliwe bylo czytelne argumento-
wanie. W przeciwnym wypadku koledzy z grupy beda niechgtnie stuchaé
mato zrozumiatych wypowiedzi i odrzuca takie pomysty. Uczniowie bar-
dzo szybko zdaja sobie z tego sprawg, starajac si¢ uzywac jezyka pojgcé
matematycznych, ktore najbardziej precyzyjnie oddaja dang mysl.

W pewnym momencie jeden uczniow moglby w taki sposob
wypehi¢ polecenia z zadania.

e) A czy t¢ tabelke takze mozna uzupetnic?

Jak myslisz, dlaczego tak si¢ dzieje? 13|18
; r o, 12 |16
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Ten przyktad przedstawia rozumowanie ucznia, ktore prowadzi go
do ciekawego spostrzezenia, cho¢ nie do konca prawdziwego. Konsul-
tujac si¢ z innymi w grupie miatby okazj¢ do zweryfikowania pomystu,
trafiajac na rozwiazanie, w ktorym na przyktad na biatych polach bylyby
dwie liczby parzyste i dwie nieparzyste. Wszystkie zauwazone przez tego
ucznia relacje migdzy liczbami w tabelkach sa zwiazane z dodawaniem
liczb parzystych i nieparzystych i utatwiaja zrozumienie tych zaleznosci.

Ostatni przyklad przedstawia uczniowskie rozwiazanie prowadzo-
ne juz poprawnie i konsekwentnie przez wszystkie podpunkty. Odpowiedz
do ostatniego z nich wskazuje na bogate przemyslenia ucznia, zwien-
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czone zapisem odkrytej prawidlowosci. Pracujac w grupie uczniowie
mieliby szansg¢ poszukiwac dalej, gdyby z ust ktdrego$ z nich padto na
przyktad pytanie: Diaczego muszq by¢ parzyste? Takich pytan mogloby
powsta¢ wigcej, a kazde z nich byloby przyczynkiem do prawdziwego
i samodzielnego szukania problemu oraz zastanawiania si¢ (badania) nad
relacjami matematycznymi.

7. a) Uzupetnij te dwie tabelki:

b) W tej tabelce usunigto dodawane liczby.
Uzupehij w niej puste pola.

c) A teraz uzupehij te sama tabelke,
ale w inny sposob.

17 |15
d) I jeszcze raz! Uzupelnij t¢ sama tabelke
W jeszcze inny sposdb niz poprzednio. 21119
17 |15
12
e) A czy t¢ tabelke takze mozna uzupehic?
Jak myslisz, dlaczego tak si¢ dzieje? 13 /18
12 |16
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Zaleznosci zwigzanych z tabelkami mozna odkry¢ wigeej, a za kazdym
razem takie do$wiadczenie staje si¢ zrodlem satysfakcji uczniow. Roz-
wiazywanie zadan w grupie zwigksza poczucie mozliwosci sprawczych,
staje si¢ czym$ na ksztatt budowania wspdlnego zamku i kazdy moze
wplywac na jego ksztalt i elegancjg.

Trzeba jeszcze raz podkresli¢, ze jakos¢ pracy w grupie uzalez-
niona jest przede wszystkim od rodzaju polecenia. Nalezy uczniom
proponowaé zadania, do ktorych nie mozna natychmiast dopasowac
strategii wezesniej wprowadzanej na lekcji. Probujac organizowac pracg
w matych grupach, wyposazajac jednoczesnie uczniow w jednakowe
karty pracy z zadaniami typowymi, wyzwalamy de facto rodzaj konku-
rencyjnych dziatan: ktory uczen rozwiaze szybciej 1 otrzyma pochwale
nauczyciela.

Uczniowie chca pracowa¢ w matych grupach nie dlatego, ze uni-
kaja wysitku. Wrecz przeciwnie — uwielbiaja probowaé, zgadywac,
zastanawiac sig, zmagac z problemem. Musimy jedynie stworzy¢ im do
tego bezpieczne warunki. Rozumiem przez to akceptacj¢ dla pojawiania
si¢ nieudanych prob oraz réznic w zakresie wykonanej przez poszczeg6l-
nych ucznidéw pracy intelektualne;j.

Na koniec chciatabym jeszcze zwrdci¢ uwage na pojawiajace sig
czasami wypowiedzi nauczycieli typu: Pracujemy w grupach i ci stabsi
uczq sie duzo od mocniejszych. Albo: Praca w grupie zawsze ostabia
cheé do pracy, jak cos robi si¢ w wiecej 0sob, to jest spadek sprawnosci,
bo liczy sig¢ na to, ze to grupa zrobi. (...) Te metode wykorzystalabym na
lekcjach opisowych, typu statystycznego, diagramy jak majq rysowaé, cos
porownac, razem zebraé, rysujq diagramy, inni lepiej przeliczajq i tu
mogq podzieli¢ sie tq pracq. Wypowiedz ostatniej nauczycielki wy-
raznie wskazuje, ze stabsi uczniowie maja z goéry wyznaczang rolg
»fizycznego”. Moga co$ zapisaé, czy narysowac, co pozwoli im czuc si¢
przydatnymi.

W konteks$cie przytoczonych wypowiedzi nalezy wyraznie stwier-
dzi¢, ze wspdlna praca nad zadaniami zaproponowanymi powyzej (oraz
wieloma innymi) z zalozenia nie ma na celu dowarto$ciowywania
ucznidow stabszych przez dopuszczenie ich do jakiejkolwiek pracy (niech
tez cos zrobiq), cho¢ ma to swoje znaczenie. Istotne jest raczej to, ze
generowanie pomystow nie jest zastrzezone dla nikogo, poniewaz nie
wiadomo, ktory moze okazaé sig inspiracja dla kolejnych hipotez. Ucz-
niowie najlepsi maja szans¢ u$wiadomi¢ sobie, ze pomoc innych jest
czasem bardzo istotna i kazdy moze okaza¢ si¢ autorem ciekawej
koncepcji. Ucza sig wowczas wzajemnego szacunku nie sterowanego
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pochwatami nauczyciela, ale dzigki doswiadczaniu pomocnego ,,wkladu”
intelektualnego pozostatych uczniow bez wyjatku.

Rownie istotne jest ksztaltowanie w uczniach przekonania, Ze
rozwigzywanie zadan matematycznych moze by¢ wyzwaniem dla kazde-
go ucznia, ktéry w bezpiecznej atmosferze, nienarazony na natych-
miastowa oceng nauczyciela, moze probowaé na rézne sposoby radzic¢
sobie z propozycjami cztonkdw grupy.

Kolejna wartoscia wydaje mi si¢ budowanie przekonania ucz-
nidw, ze matematyczne zadania wymagaja czasu oraz podejmowania
wielu prob. Uczniowie najczgSciej spotykaja sig¢ na lekcji z sytuacja
zupetnie odmienna. W przypadku jakichkolwiek trudnosci nauczyciel lub
inny uczen ttumaczy sposob rozwiazywania wtasciwie na zawotanie.

Takie wielokrotne doswiadczenia przekonuja, ze nieumiejgtnosé
podania natychmiastowej odpowiedzi (a raczej potrzeba czasu na
zastanawianie si¢) jest niestosownym zachowaniem na zajgciach
matematycznych. W czasie pracy w grupie wiele razy zdarza sig, ze
uczniowie nie rozumieja si¢ natychmiast i musza przemys$le¢ samo-
dzielnie pomyst sasiada. Nie traktuja jednak tego, jak oceny wilasnego
poziomu intelektualnego, ale jako naturalny etap wspolnej pracy.
W przypadku stuchania pomystu kolegi uczen ma bowiem $wiadomos¢
mozliwo$ci pojawienia si¢ ewentualnej niedoskonalosci czy wrecz
fatszywosci hipotezy. W konfrontacji z koncepcjami réwiesnikow
potencjalnie obarczonymi utomnosciami bgdzie Zywotnie zainteresowany
zrozumieniem, a wiasciwie zrozumieniem krytycznym, ktore pozwoli
odnalez¢ w rozumowaniu kolegi luki. Odmienna poznawczo jest sytu-
acja, gdy to nauczyciel thumaczy czy podaje sposdb postgpowania.
Z zalozenia jego pomyst jest najlepszy. Nie ma wigc sensu, aby uczen
zastanawiat si¢ nad nim krytycznie. Ma go po prostu przyjac ,,na wiarg”.

Rozwijanie my$lenia krytycznego jest niezbgdne dla ksztaltowa-
nia rozumowania matematycznego uczniéw. Nie beda oni uczyli sig
samodzielnosci w rozwiazywaniu zadan, gdy nie beda potrafili krytycz-
nie spojrze¢ na wlasne rozwiazanie. To wiasnie niedostatek krytycznego
myslenia jest przyczyna tego, ze bardzo wielu uczniéw nie zastanawia si¢
nad sensem otrzymanego wyniku. Odejmujac na przyktad od liczby
trzycyfrowej liczbg jednocyfrowa, otrzymuja liczbg jednocyfrowa i nie
wzbudza to ich niepokoju. Zastanawianie sig, czy wynik jest dobry nie
jest juz ich rola, ale nauczyciela. Taka postawg ksztaltujemy, nie
rozwijajac myslenia krytycznego.

Praca w matych grupach jest dobrym narzedziem do przeciwdzia-
tania rowniez takim skutkom. Dyskutujac, uczniowie w sposob naturalny
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probuja weryfikowaé wiasny pomyst na réwni z innymi, nie traktujac
jego niedoskonatos$ci, jako biedu czy dowodu wlasnej niekompetencji.
Przeciwnie, szybko orientuja sig, ze dla dobra wspolnej pracy wazna jest
kontrola” wszystkich. Praca w matych grupach, szczegdlnie w klasach
najmlodszych, jest wigc koniecznym do$wiadczeniem poznawczym
stymulujacym wszystkich uczniow.
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Najlepiej, gdy dziecko uczqc sie matematyki, przede
wszystkim uwaznie stucha nauczyciela i powtarza jego
czynnosci

Stuchaj tego, co ja mowie — zwrot ten jest bardzo czgsto wypo-
wiadany przez nauczycieli, przede wszystkim w celu dyscyplinowania
uczniow. Nauczyciele wyrazaja bowiem przekonanie, ze na zajgciach
matematyki uczniowie powinni uwaznie stucha¢ nauczyciela, poniewaz
w ten sposob ,,najwigcej skorzystaja” z lekcji.

Ponad potowa (56,9%) badanych nauczycieli wczesnej edukacji
akceptuje stwierdzenie: Uczqc sie matematyki, dziecko powinno przede
wszystkim uwaznie stuchaé¢ nauczyciela i powtarzaé jego czynnosci’'.
Przekonanie tego typu jest powszechne i stoi na strazy jednego z silniej

zakorzenionych mitow w powszechnych odczuciach spotecznych.

Niewatpliwie nauczyciel powinien umie¢ tlumaczyé, poniewaz
uczniowie czasami potrzebuja takiej pomocy. Nie powinna to by¢ jednak
gldbwna metoda poznawania matematyki. Uczen musi by¢ aktywny
w dziataniu, a thumaczenie kojarzy si¢ przede wszystkim ze stuchaniem
lub ogladaniem, jak cos$ sig robi.

Wielu nauczycieli doswiadcza poczucia waznej misji ,,objasniania
$wiata” swoim uczniom. Czgsto spotykam si¢ z tego rodzaju rozumie-
niem roli nauczyciela przez studentéw wczesnej edukacji. Jest to bardzo
pozytywna postawa, czasem jednak moze si¢ okaza¢ mechanizmem
wykluczania ucznia z aktywnosci poznawczej, na rzecz odtwarzania in-
formacji uzyskanych od nauczyciela. Ten ostatni ma wowczas gleboka
wiarg, ze wszystko, co wyjasnia i tlumaczy uczniom powinno byé
przyswojone w identycznym ksztatcie. Tymczasem jest to niemozliwe,
poniewaz kazdy z nas tworzy reprezentacje pojg¢ matematycznych na
bazie wczesniejszych zroznicowanych dos§wiadczen poznawczych.

Znakomity fizyk amerykanski, R. Feynman, laureat Nagrody
Nobla opisal, w jaki sposoéb probuje zrozumie¢ skomplikowane i bgdace
na wysokim poziomie abstrakcji twierdzenia matematyczne. Jak opowia-
dal swojemu znajomemu, kiedy$ zatozyt si¢ z kolegami matematykami,
ze bedzie w stanie oceni¢, czy twierdzenie jest prawdziwe, jesli podadza
mu jego zalozenia oraz wyjasnia pojgcia w sposob dla niego zrozumiaty:
»Mialem pewna metodg, ktora do dzi$ stosujg, kiedy kto$ stara si¢ co§ mi
wytlumaczyé: krok po kroku wyobrazam sobie przyktady. Matematycy

I M. Dabrowski (red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniow trzecich. ..,
dz. cyt.
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podawali przyklad jakiego$ genialnego twierdzenia, ktorym si¢ strasznie
ekscytowali. Gdy wymieniali zatozZenia, ja budowatem sobie konstrukcje,
ktéra je wszystkie spetniala. Gdy byla mowa o zbiorze, podstawiatem
sobie w gltowie pitkg, gdy o zbiorach roztacznych — dwie pitki. Potem,
w miarg przybywania warunkow, pitki przybieralty w mojej glowie rézne
kolory, porastaty wlosami et cetera. Potem matematycy recytowali jakie$
durne twierdzenie, ktére nie bylo prawdziwe dla mojej wlochatej pitki,

wigc mowiltem: «Falszywe»”22.

Przyktad ten pokazuje, jak bardzo umyst (nawet tak wybitny)
potrzebuje odwotan do wyobrazni i1 przeksztalcania nowych tresci
w reprezentacj¢ unikalna dla kazdej jednostki. Podobnie dzieje sig
w umystach uczniéw, ktorzy shuchaja z najwigksza uwaga wyjasnien
nauczyciela. Ich reprezentacje konstruowane sa z takiego ,,materialu”,
jakim w danym momencie dysponuja. Wiele razy w czasie zaje¢ matema-
tycznych wczesdniejsze doswiadczenia logiczne uniemozliwiaja uczniom
stworzenie poprawnej strategii, poniewaz nauczyciel nie zdaje sobie
sprawy z odmienno$ci ich doswiadczen. Wielu uczniéw konstruuje
biedne reguly rowniez z tego powodu®.

Studenci wczesnej edukacji zapytani o kolejnos¢ wykonywania
czterech podstawowych dziatan, najczgsciej podaja jednym tchem:
Mnozenie, dzielenie, dodawanie i odejmowanie. Na pierwszy rzut oka
brzmi catkiem niezle. Problem pojawia si¢, gdy maja wykona¢ dzialanie:
18 : 9 « 2, albo: 37 — 11 + 6. Okazuje sig, ze duza czgs¢ z nich wykonuje
dziatania w kolejno$ci niepoprawne;j.

Zapytani o przyczyng tego bledu wymieniaja slaba pamigc,
czasami sa zdziwieni, ze ich rozwiazanie nie jest poprawne. Niektorzy
dodaja oburzeni: Ale tak mnie uczyli w szkole.

Trudno wyobrazi¢ sobie sytuacjg, ze tak wielu studentow wczes-
nej edukacji miato nauczycieli nieznajacych kolejnosci dziatan. Skad
wiec tego rodzaju niepowodzenia? Zeby latwiej zrozumie¢ problem
odwotam si¢ do przykladu. Zatézmy, ze informuj¢ nowo poznanych
znajomych o mojej sytuacji rodzinnej. Stwierdzam wigc, Ze mam czworo
dzieci: Najstarsza jest Hania, potem Jacek, Wojtek i Pawel Czy
stuchaczom przysztoby do glowy, ze wsrdod wymienionych dzieci sa
bliznigta? Pewnie nie, dlatego, ze wymieniajac jeden po drugim,
zachowuje (i przekazujg w domysle stuchaczom) gradacjg wiekowa.

22R. P. Feynman , Pan raczy zartowa¢, panie Feynman. Krakow 2007, s. 89.
2 Szeroko o tworzeniu blednych strategii przez uczniéw klas najmiodszych i ich
przyczynach pisze M. Dabrowski, Pozwélmy dzieciom ..., dz. cyt.
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Jesli wigc nauczyciel nie jest dostatecznie czujny i pozwala sobie
(lub innym uczniom) na takie uproszczenie (wypowiadanie dziatan
,ciurkiem”) ma niestety szansg przyczyni¢ si¢ do wytworzenia blednej
strategii.

W przypadku podanych wyzej przykladéw dziatan trudnoscia
dodatkowa jest rowniez fakt, ze nie naleza one do typowych obliczen
pojawiajacych si¢ na lekcji. Znacznie rzadziej bowiem spotykane sa w ze-
szytach ¢wiczen niz przyktady tego typu: 17 + 4 ¢ 5 lub 3 « 4 — 8, ktore
niejako potwierdzaja stuszno$¢ blednego postgpowania: najpierw
mnoznie a ,reszta potem”. W t¢ gradacje wpisuje si¢ wlasnie w sposob
nieuprawniony uogoélnienie: uporzadkowanie na poziomie kazdej z par
(,,kropkowane” i , kreskowane”) dziatan.

Przyktadem tak skonstruowanej strategii sa obliczenia jednego
z trzecioklasistow.

3. Oblicz.
5 " o
40 -20:4= 4(Q.70.7.35

18?94-gz= 185481 e

16+42~05= 16.+.20.2.3¢

37-11+6= 3242200 s

.10 "’2
60:6+4-7= 4008238

W drugim i czwartym obliczeniu pojawily si¢ btedy w kolejnosci
dziatan. Pozostate uczen wykonat prawidtowo. Niepoprawnie skonstru-
owana strategia miala szans¢ zosta¢ zdemaskowana jedynie w przypadku
dziatan, w ktorych obok siebie znajda si¢ albo dziatania ,kropkowane”
albo ,.kreskowane”. Bardzo mozliwe jest, ze niedostatek takich wlasnie
doswiadczen spowodowal, ze uczen ten nie miat okazji do zweryfiko-
wania btgdnego rozumienia kolejnosci dziatan.

Nastepny przyktad pokazuje inna strategie prezentowana znowu
przez ucznia klasy trzeciej. Zeby podkresli¢ uznana przez niego kolejnosé
i unikna¢ bledu, dziatanie, ktoére postanowil wykonaé w pierwszej
kolejnos$ci bierze w nawias, dowodzac tym samym blednie skonstruowa-
nej reprezentacji znaczenia nawiasu w dziataniach.
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3. Oblicz.

1
40—20:4=5!1:0.11.CZO?‘+):W0—‘5-7 B it ;
18:9-2= .’IQ.{?L..%?Q)?( BiABEA o
16+4-5= %ﬂﬁ&%%)z’lé)fQQZ%Q
37-11+6= 32:‘..9:&@6.)}.&’1:.1% Z2Q s
60:6+4-7= 66()1063*@?%% s R1I272%....

Inny uczen ,,opracowal” strategig, ktora jego zdaniem, ,musi”
opiera¢ si¢ na czterech liczbach. Przystosowat wigc kazdy z przyktadow
tak, ze $rodkowsa liczbe wykorzystal podwdjnie. Niestety, ten sposob
postgpowania sprawdza si¢ jedynie w ostatnim przyktadzie.

3. Oblicz.
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Kolejny przyktad uczniowskiego rozwiazania rowniez odkrywa
pewna strategig¢. Kolejno§¢ dziatan przez niego wykonywanych definio-
wana jest algorytmem: ,,Po kolei, od lewej do prawej”. Tym razem jest
ona skuteczna w drugim i czwartym przykladzie, ale skutkuje porazka
w przypadku wymieszania dziatan ,.kropkowanych” i ,.kreskowanych”.
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3. Oblicz.
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Konsekwentny sposob postgpowania kazdego z uczniéw — auto-
réow powyzszych rozwigzan wskazuje na ugruntowane w ich umystach
strategie. Specjalnie dobrane liczby w przyktadach dziatan (zachowanie
ich potencjalnego ,,pasowania” réwniez w réznych wariantach blednych
strategii), pozwolily zdemaskowac nie tyle blgdy w obliczeniach, ale pro-
blem duzo bardziej utrudniajacy rozumienie matematyki w przysztosci.
Niepoprawna strategia moze zosta¢ przeniesiona na inne liczby (np. utam-
ki), a uczen, ktory nie zdaje sobie z tego sprawy jest coraz bardziej
przeswiadczony o niskich kompetencjach matematycznych oraz niemoz-
nosci ich zwiekszenia.

W nastgpnym prezentowanym przyktadzie trzecioklasista oblicza
cztery kolejne zadania w sposdb podobny, wykonujac obliczenia w kolej-
nosci od lewej do prawej strony. Ostatni przykltad wymyka si¢ z tego
schematu. By¢ moze tego typu obliczenia najczgSciej pojawialy si¢ na
lekcjach i1 uczen miat okazje zweryfikowacé strategi¢ btedna w przypadku
pierwszego i trzeciego zadania.

3. Oblicz.
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Przytoczone przyktady ilustruja pewne procesy zachodzace w umy-
stach uczniow (a takze osob dorostych), z ktorych by¢ moze nie do konca
zdajemy sobie sprawg. Konstruowanie strategii postgpowania zwiazane
jest z silng tendencjg ludzkiego umystu do porzadkowania $wiata, ktory
chcemy poznaé. Tre$ci matematyczne nie sg tu wyjatkiem. Uczniowie
konstruujg rézne sposoby dzialania, zeby moc je ogarnaé. Jest to czgsto
proces nieuswiadamiany przez nich, ale rownie czgsto przez nauczyciela.
Dzieje sig tak, bez wzgledu na to, czy nauczyciel to zaplanowatl na danej
lekcji czy nawet si¢ tego nie spodziewa. Jesli przestanki, ktore posiada
uczen nie sa dobre dla stworzenia poprawnej strategii, czgsto pojawia si¢
btedna Iub odnoszaca sig jedynie do niektorych przypadkow.

Zadaniem nauczyciela jest docieranie do takich strategii i pomoc
w weryfikowaniu ich niepoprawnosci. Nie wystarczy wowczas poprawié
blgdne odpowiedzi w zeszycie czy na sprawdzianie. Niezbgdne jest
odkrycie, na jakim etapie mylna strategia powstala. Uczen musi sam
sprawdzi¢ jej dziatanie na kontrprzyktadach (podanych na przyktad przez
nauczyciela) oraz dzigki tym doswiadczeniom skonstruowac¢ poprawny
SposoOb postgpowania.

Przytoczony wczesniej cytat R. Feynmana uwidacznia, jak bardzo
do glebokiego zrozumienia potrzebne sa modele myslowe. Jest to obecnie
bardzo zaniedbany obszar edukacji, szczegdlnie wczesnoszkolnej. Kon-
struowanie poje¢ matematycznych w tym okresie odbywa sig¢ jednoczes-
nie z rozwijaniem myslenia symbolicznego. Nie bez znaczenia wydaje sig
wigc fakt, ze uczniowie uczeni ,,stowami”, czyli stuchaniem, jak definiuje
pojecia nauczyciel, ksztattuja pewna konwencj¢ konstruowania w umysle
nowych pojeé abstrakcyjnych. Ucza si¢ przyswajania ich jedynie na
ptaszczyznie nazw, ktore jednak czgsto nic nie znacza, poniewaz ucznio-
wie nie mieli okazji do tworzenia odpowiadajacych im wyobrazen.

W tym kontekscie interesujace wydaja si¢ doswiadczenia R. Feyn-
mana, ktory $§wietnie opisal podobne problemy studentéw brazylijskich
w latach pigédziesiatych. Prowadzac wyktad dla nauczycieli akademic-
kich, probowal wskaza¢ zrodta nieadekwatnej wiedzy ich studentow:
LZauwazytem jeszcze jedna rzecz — ciagnatem dalej. — Na waszych
oczach otworzg t¢ ksiazk¢ w dowolnym miejscu i pokazg wam o co mi
chodzi — a chodzi mi o to, ze to nie jest przyrodoznawstwo, tylko
wkuwanie na pamig¢, calutka ksigzka. Uwaga, otwieram na chybit trafil.
Wkiadam wigec palec migdzy kartki, otwieram i zaczynam czytaé:
«Tryboluminescencja. Tryboluminescencja to $wiatlo emitowane przy
kruszeniu krysztatow...». — Czy to jest przyrodoznawstwo — spytatem —
Nie! Powiedziane jest tylko, co jedno stowo oznacza przelozone na inne
stowa. Nic nie jest powiedziane o przyrodzie — jakie krysztaly, kiedy je
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kruszy¢, wytwarzajg §wiatlo, dlaczego wytwarzaja $wiatto. Czy zdarzy-
to sig, zeby jaki$ student poszedt do domu i sprobowat uzyskac swiatto
tryboluminescencji? Nie wie, jak. - Gdybyscie natomiast napisali: «Jesli
wezmiesz kostke cukru i skruszysz ja w ciemnosciach za pomoca
kombinerek, zobaczysz niebieskawy btysk. Niektore inne krysztaly tez si¢
tak zachowuja. Nikt nie wie, dlaczego. Zjawisko to nazywamy trybo-
luminescencja». Wtedy kto§ pojdzie do domu i sprobuje. Wtedy mamy

doswiadczanie przyrody”24.

Mysle, ze nie bedg odosobniona we wspomnieniach z lat szkol-
nych, gdy powiem, Ze uczenie matematyki (i innych przedmiotow
Scistych) czesto zaczynalo si¢ od ,,wkuwania” definicji... i na nich kon-
czylo. Obserwujac zachowania poznawcze i umieje¢tnosci matematyczne
studentow wczesnej edukacji oraz lekcje w klasach najmtodszych, muszg
ze smutkiem stwierdzi¢, ze w moim przekonaniu, obecnie sytuacja nie
zmienita si¢ znaczaco. Uczniowie stuchaja, jak moéwi nauczyciel, ale
reprezentacje matematyczne w ten sposob tworzone maja czgsto znacznie
ograniczony zakres.

TILE CAZY
ezZAMY
ﬁ:ﬁ%’?)utczeﬂ“
&

POWTARZAM
BE2BLE DNIE

R, P. Feynman, Pan raczy zartowac..., dz. cyt., s. 222.
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Uczen zdolny rozwija w szkole myslenie matematyczne

Funkcjonowanie ucznidéw zdolnych w szkole zostalo obszernie
opisane w literaturze. Dziatania nauczyciela wynikajace ze specyficznych
potrzeb poznawczych, emocjonalnych i spotecznych uzdolnionych dzieci,
sa przedmiotem wielu rozwazan pedagogicznych. Istnienie pewnych
zaniedban ze strony szkoty w zakresie stymulacji intelektualnej uczniow
zdolnych jest terenem do$¢ dobrze rozpoznanym. Tytutowe stwierdzenie
podawane bywa w watpliwo$¢ oraz krytykowane za jego mityczny
charakter®.

Praktyka szkolna dostarcza nam wielu przyktadow zdolnych
uczniow, ktorzy w ciagu trzech lat nauki nie zostali nawet zidentyfi-
kowani przez swoich nauczycieli. Nierzadkie sa sytuacje w ktorych ci
ostatni nie wiedza, jaki poziom mys$lenia matematycznego prezentuja
niektorzy ich uczniowie. Jedna z przyczyn takiej sytuacji jest brak
mozliwosci testowego zdiagnozowania uczniow zdolnych matematycznie.
Nauczyciele nie dysponuja narz¢dziem stuzacym do takiego rozpoznania.
Moga to czyni¢ odwotujac si¢ jedynie do swojego doswiadczenia i oso-
bistych przekonan dydaktycznych.

Nauczyciele kieruja si¢ wigc réoznymi kryteriami diagnozowania
zdolnosci uczniéw, cho¢ pewne wskazniki wydaja si¢ wspolne. Wiele
nauczycielek, z ktorymi rozmawialam odstaniato intuicyjny charakter
rozpoznania: Bardzo szybko sie zauwaza, dzieci przychodzq juz z duzymi
umiejetnosciami. Niektore mowily o potrzebie czasu na postawienie takiej
diagnozy, zwracajac uwage nie tyle na konieczno$¢ diugotrwatlej
obserwacji, ile raczej na fakt, iz w poczatkowym okresie klasy pierwszej
duza cze$¢ dzieci jest tak zaawansowana, ze treSci programowe nie
stanowia dla nich trudnosci. Klopotliwe jest wowczas, zdaniem nie-
ktorych nauczycieli, rozpoznanie poziomu kompetencji uczniow.

Nauczyciele czgsto maja $Swiadomos¢, ze wiele dzieci w klasie
pierwszej opanowalo juz wczes$niej umiejgtnosci konieczne w poczat-
kowych miesiacach nauki w szkole. Nie czuja wigc potrzeby szukania
uzdolnien matematycznych. Dostrzezenie matematycznie zdolnych dzieci
jest utrudnione przez bardzo rozpowszechniony sposob realizowania
programu w klasach najmtodszych, w ktérym uczen jest kierowany krok
po kroku. Czesto wigc dopiero odejscie od tej formy pracy na lekcji
pozwala na zauwazenie istnienia uczniow zdolnych. Jedna z nauczycielek

% D. Klus-Stanska, Konstruowanie wiedzy w szkole. Olsztyn 2000; A. Kalinowska,
Matematyczne zadania problemowe w klasach poczqtkowych — miedzy wiedzq osobistq
a jej formalizacjq. Krakow 2010.
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wyrazila to nastgpujaco: Jesli tylko da im sie furtke i powiemy: A teraz
kazdy robi tak, jak chce, to dopiero orientujemy sie, ze robiq to w taki

sposob, jakbysmy nie podejrzewali.

Zdaniem wielu nauczycieli uczniowie zdolni sa bardziej aktywni.
Aktywno$¢ jest jednak czgsto utozsamiana ze zglaszaniem si¢ na lekcji.
Gratyfikowany bedzie wowczas uczen, ktory potrafi zainteresowaé na-
uczyciela, zwrdci€ na siebie jego uwage.

Nauczyciele deklaruja posiadanie wiedzy na temat kompetencji
matematycznych swoich ucznidow, ale ograniczajac ja do umiejgtnosci
zwiazanych z zagadnieniami programowymi, czynig swoje rozpoznanie
dos¢ wybiodrczym. Staje si¢ ono podobne do dziurawego sita, w ktorym
czg$¢ ucznidw nie zostanie ,,wylowiona”. Uczen, ktory ma ciekawe
pomysty, ale z jakichs$ przyczyn nie dzieli si¢ nimi z nauczycielem, moze
pozosta¢ niezauwazony. Takie przypadki nie sa wyjatkowe. Zdarzalo sig,
ze nauczycielka sama zauwazyla ,zmiang” w umiejgtnosciach ucznia:
W tamtym roku, w trzeciej klasie, na przyktad byl taki jeden, ktory tak
siedzial cicho, nic nie bylo widaé, a jak przyszly takie trudne zadania
zlozone, to nagle zablyszczal i bral udzial w Kangurze, nie mial moze
Jjakis rewelacyjnych wynikow, ale wszedt do tej grupy.

Sytuacja opisana przez t¢ nauczycielkg jest przez nig sama inter-
pretowana, jakby to uczen nagle stal si¢ madrzejszy i ,,zablysnal”. Naj-
prawdopodobniej jednak miat on juz wczesniej dobre kompetencje
matematyczne, ale nie zostaly one zidentyfikowane. Moze wtasnie brak
uwagi nauczyciela przekonywat go codziennie, Ze nie sa one istotne i nie
warto ich rozwijaé. W ten sposéb przez dwa, trzy lata poddawany byt
treningowi ograniczania wlasnych pomystow, poniewaz przestat wierzy¢
w ich poprawnos¢. Ten czas nie zostal wigc w jego przypadku wykorzy-
stany stymulujaco.

Uczen o wysokich mozliwo$ciach myslenia matematycznego jest
wigc najczesciej rozpoznawany poprzez szybko$¢ wykonywanej pracy.
Jak si¢ robi program, to dziecko robi szybko i potrzebuje dodatkowych
kart pracy — wypowiedz innej nauczycielki ukazuje wlasnie taki mecha-
nizm. Dzieci zdolne matematycznie sg identyfikowane rowniez dzigki
temu, ze szybko i na ogoét poprawnie rozwiazuja zadania na sprawdzia-
nach. Przekonanie, ze opanowali dobrze program, jest wowczas zrodiem
nauczycielskiej satysfakcji.

Kryterium szybkosci stosowane jako rozpoznanie zdolnosci mate-
matycznych ucznia, moze jednak okaza¢ si¢ pulapka na dwa sposoby.
Pierwszy konstytuuje do$¢ powierzchowny oglad myslenia ucznia. Tu
wlasénie ,,gubig si¢” uczniowie, ktorzy konstruuja w umysle interesujace
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strategie, ale nie maja okazji ich zaprezentowa¢, poniewaz nie ma na to
zbyt wiele czasu.

Drugi rodzaj niebezpieczenstwa, do jakiego moze si¢ przyczynic
przytoczone kryterium identyfikowania zdolno$ci matematycznych ucz-
nidéw, jest zwiazany z niedostatecznym ich rozwijaniem. Jesli zastano-
wimy si¢ nad pytaniem, dlaczego uczen tak szybko poradzil sobie
z zadanymi kartami pracy, odpowiedz wydaje si¢ oczywista: Dlatego, zZe
to umie. Je$li wigc poziom myslenia ucznia pozwala na automatyczne
wykonywanie zadan w karcie pracy, pytanie kolejne jest nast¢pujace:
W jakim celu uczen wykonuje prace, ktora niczego go nie uczy?

Zdarza sig, ze nauczyciel tak dalece jest przekonany o koniecznosci
tego rodzaju ,,Cwiczenia”, ze uczniowi ujawniajacemu znuzenie nudnym
zajeciem, z satysfakcja wskazuje popeliony btad rachunkowy jako
dowod potrzeby takich powtdorzen. Tymczasem uczen moze popelniaé
btedy rachunkowe, poniewaz schematyczno$¢ postgpowania odwraca
jego uwage od krytycznego myslenia. Zajmowanie si¢ przez zdolnego
ucznia zadaniami, ktore potrafi juz bez trudnosci rozwiazywac, jest czgsto
zwykla strata czasu.

Obecno$¢ w zespole klasowym ucznia zdolnego matematycznie to
najczgsciej satysfakcja dla nauczyciela. Z przeprowadzonych wielu roz-
moéw z nauczycielami dostrzegam kilka ptaszczyzn, w ktorych ich
zdaniem uczen zdolny jest przede wszystkim ,,pozyteczny” dla klasowego
procesu edukacyjnego.

Wigkszos¢ przypisuje mu rolg asystenta, ktory pomaga nauczycie-
lowi, czerpiac satysfakcje z tego rodzaju ,,przydatnosci”. Jedna z nauczy-
cielek wyrazita to nastgpujaco: Czasami jak robie prace w grupach,
to zdolnego ucznia staram sie daé, jako takiego szefa grupy. I on wtedy
kieruje i bardzo fajnie wyglada to na lekcji i on wtedy uklada zadanie
razem z tymi stabszymi i jak by byl szefem grupy i on pomaga im,

tlumaczy.

Uczen, ktéry ma wyzsze kompetencje matematyczne moze wigc
otrzymac cze$¢ wladzy nauczyciela, narzucajac stabszym kolegom swoje
pomysly oraz kierujac ich czynnosciami. Tego rodzaju przewaga przeja-
wiajaca si¢ w intelektualnej wladzy nie zawsze ksztattuje prawidlowo
relacje migdzy uczniami. Potrzeba uzyskania pomocy nie wyplywa
bowiem od stabszych uczniow zwracajacych si¢ do przyjaciela o wythu-
maczenie trudniejszego zagadnienia. To odgoérna decyzja nauczyciela
wskazuje tego, ktory ,,wie lepiej”. Jeszcze jedna wypowiedz nauczycielki
opisuje wilasnie taka sytuacje: Mowie mu: Stuchaj wytlumacz to jemu
(takiemu stabszemu), to on si¢ czuje taki zadowolony i wtedy jest bardzo
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taki przejety. Nic dziwnego, ze uczen wyr6zniony w ten sposob czuje
zadowolenie i satysfakcje. Nie do konca jest jednak pewne, czy ucznio-
wie, ktorzy zostali w pewien sposob uzaleznieni od niego, czuja podobne
zadowolenie.

Kolejna ptaszczyzna, na ktorej, zdaniem nauczycieli, uczen o wyz-
szym poziomie myslenia matematycznego moze si¢ realizowac, jest dzie-
lenie si¢ wiedza, ktora jako nowe zagadnienie jest wprowadzana w klasie.
Nauczyciele uwazaja czasem, ze uczen bedacy dzieckiem wyjasni
koledze trudno$¢ bardziej przystgpnym jezykiem: Na lekcjach pewne
zagadnienia, ktore byly juz wprowadzane na lekcjach dodatkowych, to dla
tych dzieci sq znane i wowczas oni mogq Humaczyc¢ tym, ktore sobie nie
radzq, bo one mogq swoim jezykiem lepiej si¢ porozumiewac i lepiej
zrozumiejq niz ja dorostym jezykiem wyjasnie. Dzieki tym dzieciom z zajec
dodatkowych, to wszystkie dzieci potrafiq oblicza¢ obwdd, bo one piszq
na tablicy i inne mogq zrozumiec, oni pomagajq nauczycielowi, sq asys-

tentami nauczyciela.

Prawda jest, ze thumaczenie komus jest do§wiadczeniem pozytyw-
nym, pozwalajacym na lepsze uzmyslowienie sobie wyjasnianego zagad-
nienia. Werbalizacja poje¢ matematycznych generuje czasem odkrycie
nowych znaczen czy relacji. Nie jest jednakze rola ucznia zdolnego
wprowadzanie nowych poje¢ matematycznych na lekcji. Nauczyciel nie
powinien $wiadomie ,,wyrgczaé si¢” wiedza takiego ucznia. Nie jest on
w zadnym razie asystentem nauczyciela, ale uczniem potrzebujacym
stymulacji intelektualnej dostosowanej do jego poziomu myslenia mate-
matycznego.

W skrajnym przypadku uczen o dobrych mozliwosciach intelektu-
alnych moze by¢ przez nauczyciela postrzegany jako jego jedyny partner
w klasie: Jak jest Adas, to jest z kim rozmawiaé, a reszta stucha i si¢ uczy.
OczywiScie, nie stanie si¢ nic zlego, jesli zdarzy si¢ sytuacja, w ktorej
uczen zdolniejszy odstoni swoj sposob myslenia. Nalezy jednak pamigtac,
ze dziatanie takie ma na celu stymulowanie jego rozwoju, a nie wykorzys-
tywanie jako ,,nauczyciela pomocniczego”.

Szkota ma obowiazek rozwijania kompetencji matematycznych
wszystkich ucznidow, cho¢ nie jest to mozliwe w takim samym zakresie.
Uczen zdolny nie moze marnowaé czasu ani na rozwiazywanie zadan,
ktore nie sa dla niego wyzwaniem intelektualnym, ani na wyjasnianie
innym zagadnien, ktore juz zna. Jego rola jest zmaganie si¢ z zadaniami
trudniejszymi, poniewaz jedynie takie pozwola na rozwijanie jego kom-
petencji matematycznych.
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Rola ucznia zdolnego matematycznie przejawia si¢ na jeszcze
innej plaszczyznie. Jest on wykorzystywany jako ,,dobry wzorzec” dla
pozostatych w klasie. Tak ujela to jedna z nauczycielek: Inne dzieci
widzq, ze mozna cos rozwiqzaé swoim sposobem, majq z kogo brac
przykiad, inspirujq klase.

Mozna by zapytaé, dlaczego jedynie przyktad ucznia rozwiazuja-
cego zadanie samodzielnie, w niestandardowy sposob pokazuje innym, ze
jest to mozliwe. Na czym wigc polega inspiracja nauczyciela? Odpowie-
dzi na to pytanie nie daje rowniez kolejna wypowiedz: Dobrze jesli sq, bo
dzieci inne korzystajq, bo bardzo budujq poziom, bo oni bardzo czesto

widzq inne rozwiqzania zadan, majq rozne pomysty.

Obecnos$¢ w klasach najmlodszych uczniow zdolnych matema-
tycznie jest postrzegana pozytywnie, ale do$¢ jednostronnie. Czgsto ma
ona wymiar instrumentalny, uczen taki jest potrzebny nauczycielowi
w réznorodnych celach dydaktycznych, natomiast rzadziej jest obicktem
nauczycielskiej refleksji nad przygotowaniem oferty poznawczego
rozwoju odpowiadajacej mozliwos$ciom ucznia.

Zdaniem niektorych nauczycieli to zadanie wypelia przygoto-
wywanie dodatkowych kart pracy, ktore uczniowie zdolni wypehiaja po
skonczeniu standartowych zadan, jakie rozwiazuja wszyscy uczniowie.
Jesli jednak uczen, zanim zajmie si¢ zadaniem trudniejszym, musi
poswigci¢ wiele czasu na mechaniczne obliczenia, szybko przestaje
dostrzega¢ pozytywne aspekty dodatkowej pracy. Kiedy traci poczatkowe
zainteresowanie dodatkowa ocena, przestaje stara¢ si¢ o wykonanie
wigkszej liczby zadan.

Tego rodzaju dziatania nauczyciela moga wigc paradoksalnie
obniza¢ motywacj¢ ucznia, ktéry zaczyna wierzy¢, ze nie warto zajmo-
waé si¢ trudniejszymi zagadnieniami. Szybko przekonuje sig, ze dobra
oceng mozna uzyska¢ mniejszym nakladem pracy. Proponujac uczniowi
zdolnemu dodatkowa karte pracy, uzyskujemy wigc czgsto efekt zupetie
niezamierzony. Przestaje on interesowaé si¢ matematycznymi zagadnie-
niami, skupiajac si¢ na uzyskaniu oceny. Jego kompetencje mate-
matyczne nie zawsze moga si¢ rozwijaé odpowiednio do mozliwoS$ci
intelektualnych.

Nauczyciele okazuja zadowolenie z obecnoéci w klasie ucznia
uzdolnionego matematycznie réwniez wowczas, gdy chgtnie bierze on
udziat w konkursach. Ci uczniowie, ktorzy nie wykazuja takich potrzeb,
spotykaja si¢ czasem z mniejsza akceptacja. Niecheé uczniéw zdolnych
do sprawdzania si¢ w atmosferze silnej rywalizacji budzi niezadowole-
nie. Podobnie dzieje si¢, gdy uczen uchyla si¢ od zaje¢ dodatkowych
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z matematyki. Za taka postawg on sam lub jego rodzice bywaja obarczani
wina: Rodzice zainteresowali sie najpierw, ale liczba chetnych szybko
drastycznie zmalata.

Nieuczgszczanie przez ucznidow zdolnych na zajecia kotka
matematycznego jest by¢ moze zrodtem niepokoju nauczycieli dlatego, ze
wielu z nich dostrzega mozliwos$¢ rozwijania si¢ takiego ucznia jedynie
w czasie pozalekcyjnym. Tymczasem uczen nauczony do$wiadczeniem
z dodatkowa praca w formie ,,nagrody” obawia si¢, ze na zajgciach
dodatkowych begdzie musiat rozwiazywac kolejne zmudne i mato intere-
sujace zadania ,,za nic”. Czg$¢ z ucznidow odmawia wigc uczeszczania na
kétko matematyczne, zajmujac si¢ matematyka na swodj sposob, roz-
wiazujac interesujace ich zagadki matematyczne z ksigzek odkrytych
poza szkota.

Przywotam przyktad ucznia, ktory w klasie trzeciej samodzielnie
rozwigzywal zadania matematyczne, cz¢sto z klas wyzszych. Michat miat
prawo decydowac, ktore z nich sa zbyt tatwe i nie wymagaja zadnego
wysitku intelektualnego. Te, za zgoda nauczycielki, byly najczgsciej
pomijane. Po przejsciu do klasy czwartej uczen ten spotkatl si¢ z zadzi-
wiajaca dla niego sytuacja. Gdy po raz pierwszy otrzymat polecenie
rozwiagzywania identycznych zadan jak pozostala czes¢ klasy zglosit, ze
takimi samymi zadaniami zajmowat si¢ juz w zesztym roku i poprosit
o zadania trudniejsze. Nauczycielka zdecydowata jednak, ze jest to nie-
mozliwe, poniewaz sa to zadania ze zbioru do klasy czwartej. Uczen
odmowit wigec wykonywania tych zadan, stusznie czujac brak sensu takiej
pracy. Zapytatam go kiedys, jak ulozyly sig jego stosunki z nauczycielka,
czy zaproponowata mu zadania trudniejsze? Na to Michat odpowiedziat:
Nie, ale sam sobie wymyslam i rozwiqzuje zadania. Sytuacja, w ktorej
uczen zdolny jest zostawiony sam sobie™®, nie jest niestety tak incyden-
talna, jakby si¢ wydawato.

Wyzszy poziom myslenia matematycznego ucznia powinien
obligowa¢ nauczyciela do takiej organizacji zajec, zeby jak najczgSciej
mial on okazj¢ do zajmowania si¢ zadaniami o odpowiednim poziomie
trudnosci. Swiadomo$é, ze pewne zagadnienia sa juz uczniowi znane,
pozwoli wowczas nauczycielowi zaproponowaé ciekawsze zadania.
Rozwiazujac je samodzielnie, uczen ma szans¢ konstruowaé wiedzg
matematyczng rozwijajac myslenie krytyczne.

Trzeba wyraznie powiedzie¢, ze zagadnienia matematyczne z pro-
gramu klas poczatkowych nie stanowia trudnosci dla wielu uczniow

26 Nie chodzi tu o fakt, ze musi sobie radzi¢ z zadaniem samodzielnie, ale o brak
propozycji, ktéra odpowiada jego mozliwosciom intelektualnym.
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o dobrych mozliwoséciach intelektualnych. Zdarza sig¢ jednak, ze nauczy-
ciele oceniaja ich kompetencje gtdéwnie na podstawie znajomos$ci nazw.
Rzeczywiscie, moga nie pamigta¢, ze istnieje nazwa: ,,Prawo rozdziel-
no$ci mnozenia wzgledem dodawania”. Najczesciej jednak poproszeni
0 obliczenie w pamigci dziatania 21 < 8, skorzystaja z tego prawa
W sposob intuicyjny (i zgodny z wiedza matematyczna). Czgsto rowniez
w przypadku dzialania 19 ¢ 5 skorzystaja z prawa rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem odejmowania, poniewaz jest to bardziej ekonomiczny sposob
obliczania tego przykladu niz wprowadzane wtasnie prawo rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania. Zdolniejsi uczniowie potrafia sobie
poradzi¢ w ten sposob na dlugo przed wprowadzeniem tego pojgcia na
lekcji. Uczniowska strategia wyrasta tu z dobrego rozumienia dziatania
mnozenia oraz systemu dziesigtnego liczb. Informacja, ze korzysta z ,,pra-
wa rozdzielnosci...” bytaby dla samego ucznia duzym zaskoczeniem.

Zatrzymujac si¢ na chwile przy wyzej wymienionych tresciach
chcialabym zwréci¢ uwagg na kilka istotnych probleméw. Wprowadzanie
praw rozdzielnos$ci stusznie traktowane jest przez nauczycieli, jako narzg-
dzie pomocne do obliczen. Realizacja tych tresci na lekcji jest czasami
jednak obarczona pewnymi dydaktycznymi zabiegami, ktére moga
utrudnia¢ proces rozumienia i wykorzystywania wiedzy w tym zakresie
przez uczniow.

Przyktadem mato stymulujacego dziatania nauczyciela jest propo-
nowanie uczniom przyktadéw do rozpisywania, ktore musza wykonywaé
w ten sam sposob, bez wzgledu na jego sensownosé. W drugim z po-
danych powyzej dziatan (19 ¢ 5) widoczny jest bezsens obliczania (ze
wzgledu na znaczng trudno$é) za pomoca prawa rozdzielno§ci mnozenia
w wzgledem dodawania. Przydatno$¢ powyzszych praw matematycznych
powinna przejawiac si¢ w utatwianiu liczenia i ten aspekt powinien zostaé
dostrzezony przez uczniéw. Przy sztucznym stosowaniu obu praw do
kazdego przyktadu zaciemniona zostaje ich uzytecznoscé.

Na jednej z lekcji w klasie trzeciej nauczycielka wprowadzata
rozdzielno$¢ mnozenia wzglgdem dodawania podajac jako jeden z kolej-
nych do prze¢wiczenia w zeszycie przywolany wczesniej przyktad: 19 o 5.
Wszyscy uczniowie wykonywali je zgodnie z podanym schematem:
10 « 5 + 9 « 5 = Ogladajac t¢ lekcjg ze studentami zapytatam ucznia sie-
dzacego przede mna, czy nie sadzi, ze mozna znalez¢ wynik takiego
dziatania inaczej, moze latwiej. Natychmiast rzucit: 4 tak, to bedzie sto...
1 zaraz si¢ wycofal: Nie, to chyba niedobrze. Drazytam dalej jego sposob
myS$lenia 1 zapytalam: A4 dlaczego myslates o liczbie sto? Uczen
odpowiedzial: No pewnie, od stu wystarczy odjqé 5 i wyjdzie 95, ale tak
chyba nie mozna, bo tego nie bylo. Kiedy poprositam go, zeby wyjasnit
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mi swoj sposOb obliczania, powiedzial: No bo dwadziescia razy pigc
i mam 100, ale z kazdej dwudziestki musze zdjacé 1 i to bedzie o piec
mniej. Bylam zachwycona jego pomystem i zaproponowatam, zeby
zglosit go nauczycielce. Kiedy jednak poszedt do tablicy, zeby go
obliczy¢, zastosowatl sposdb podany wczesdniej przez nauczycielkg. Nie
zaufal swojej wiedzy i nie odwazyt si¢ przedstawi¢ wlasnego pomystu
w klasie. Tymczasem to wlasnie dyskusja nad sensem stosowania obu
sposobow miataby szansg zwroci¢ myslenie uczniow w kierunku prag-
matyki poznawanej wiedzy.

Rozwijanie myslenia matematycznego uczniow zdolnych jest
mozliwe dzigki rozwiazywaniu wielu réznych zadan, a wiedza matema-
tyczna jest przez nich konstruowana wiasnie na podstawie takich do-
$wiadczen. Proponowane zadania moga by¢ zwiazane z tematem lekcji,
ale niekoniecznie. Dla ksztalcenia kompetencji matematycznych uczniéow
zdolnych (rowniez dla pozostatych uczniow) lepiej jest, gdy zajmuja si¢
problemem pozwalajacym zauwazy¢ nowe zaleznoSci matematyczne,
nawet nie w petni zdefiniowane przez nauczyciela, niz zajmowanie si¢
wieloma mato skomplikowanymi zadaniami w celach utrwalajacych.

W przypadku niektorych tresci mozliwe jest zaproponowanie
uczniom zdolnym zadan o podwyzszonym stopniu trudnosci zamiast
standardowych kart pracy. Niech jako przyktad postuzy poréwnywanie
liczb wielocyfrowych. Uczniowie wykonuja wiele ¢wiczen typu: Wskaz
w kazdej parze liczb te, ktéra jest mniejsza i wstaw znak > lub <.

a) 36 71
b) 134 95
c) 342 234.

Uczniowie o dobrych kompetencjach matematycznych najczesciej
juz posiadaja wiedze pozwalajaca na skorzystanie z roznych strategii:
poréwnywania liczby cyfr, porownywania wielko$ci cyfr w odpowiednim
rzgdzie liczbowym itp. Wykonywanie przyktadow tego typu nie rozwija
matematycznego myslenia.

Nie wystarczy wowczas dodatkowa propozycja podobnie sformu-
lowanego polecenia przy zmienionej wielkosci liczb. Strategia poste-
powania ucznia jest taka sama, a zadanie wydaje si¢ jedynie bardziej
zmudne i niedajace wigkszej satysfakcji.

Sytuacja poznawcza ucznia zmieni¢ si¢ moze diametralnie, gdy
nauczyciel w miejsce tak schematycznych ¢wiczen zaproponuje zadanie
typu: Pod gwiazdka kryje si¢ jakas cyfra. Wstaw w miejsce okienka
tam, gdzie jest to mozliwe znak >, <, =.
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a) 1* [ | 4
b) 99 [ | *8
o *0 [ |11

Uczniowie rozwiazujac takie zadanie maja okazj¢ do uzyskania
szerszego wachlarza korzysci poznawczych, z ktéorych wymienig kilka
(niewyczerpujacych jednak tematu):

- ¢wiczenie wykorzystania przywotanych wyzej strategii
poréwnywania liczb wielocyfrowych,

- glebsze uswiadomienie sobie znaczenia cyfry w réoznych rzgdach
liczbowych,

- przekonanie, ze zajmowanie si¢ matematyka nie polega jedynie na
wstawianiu odpowiedzi we wlasciwe, wskazane poleceniem
miejsce, ale wymaga rozpatrywania wielu mozliwosci, stawiania
hipotez i ich weryfikowania,

- odkrywanie znaczenia cyfry zero w liczbie.

Opisanej wyzej sytuacji nie nalezy $cisle taczy¢ z poziomem tresci
odpowiadajacych danej klasie. Zadanie, ktore w klasie drugiej bedzie
wyzwaniem dla ucznia zdolnego, w klasie trzeciej moze si¢ juz okazaé¢
jedynie schematycznym ¢wiczeniem.

Konfrontowanie wiedzy ucznia zdolnego jedynie z treSciami obo-
wigzujacymi na lekcjach moze okaza¢ si¢ mato skutecznym kryterium
rozpoznania. Znacznie utrudnione bywa wowczas okreslenie ,,strefy naj-
blizszego rozwoju”27 ucznia zdolnego. Nauczyciel nie moze tego ocenic,
nie proponujac uczniowi coraz wyzszego poziomu zadan na lekcjach. Co
prawda, uczen nie moze pracowaé powyzej bariery bgdacej poziomem
jego uzdolnien®, ale nasuwa si¢ pytanie: Co stanowi te bariere zdaniem
nauczycieli? Czy jest to rzeczywisty poziom funkcjonowania intelektual-
nego ucznidéw, czy raczej tematy przerobionych lekcji matematyki?

Wypowiedzi niektorych nauczycieli wskazuja raczej na t¢ druga
mozliwos¢: Nie wprowadzitam jeszcze dodawania i odejmowania pisem-
nego, bo co bedzie robita w trzeciej klasie. Zna utamki %, %. Na pewno
nie zrobitaby dodawania utamkow, bo tego jej nie wprowadzitam. To, co
Jjest w nauczaniu I - I11, zrobitaby.

Stabo zakotwiczone wydaje si¢ przekonanie nauczycieli, ze dzieci,
nawet wowczas, gdy sobie tego nie uswiadamiaja, konstruuja znaczenia

2 L. S. Wygotski, Myslenie i mowa. Warszawa 1989.
2 E. Necka, Inteligencja i procesy poznawcze. Krakow 1994.

74



matematyczne, dzigki osobistym do$wiadczeniom szkolnym i pozaszkol-
nym. Nauczyciele nie postrzegaja wigc rozwijania si¢ ucznia zdolnego
jako wyzwania intelektualnego i zawodowego. Uspakajajaca wielu na-
uczycieli jest swiadomos$¢, ze uczen zdolny jest stymulowany w domu.

Dobrze postrzegana jest sytuacja, w ktorej rodzice lub starsze
rodzenstwo stanowi zrodlo inspiracji poznawczej ucznia: Dziewczynka
fajnie analizuje zadania, chociaz popetnia niewielkie bledy. Ma mame
ksiegowq i mama w domu jq przygotowuje, dajqc dodatkowe zadania.
Swiadomosé, ze $rodowisko rodzinne stymuluje dziecko poznawczo, jest
by¢ moze dodatkowym elementem, usuwajacym z pola widzenia nauczy-
ciela konieczno$¢ stawiania odpowiednich wymagan uczniowi o wyso-
kich mozliwosciach intelektualnych.

W przekonaniu wielu nauczycieli posiadanie w klasie ucznia, ktory
wykazuje si¢ wiedza ponad program szkolny, zwalnia ich z potrzeby
zajmowania si¢ jego rozwojem. Nie jest to proces §wiadomy, jednakze
dziatajacy w wielu polskich szkotach. Moze by¢ wigc tak, ze czesé
ucznidow rozpoczynajacych szkolne uczenie si¢ prezentuje bardzo wysoki
poziom mys$lenia matema‘[ycznego29 i w kolejnych latach czyni jedynie
niewielki postep. W takich przypadkach edukacyjna rola szkoty jest nie
z winy uczniéw realizowana w znacznie ograniczonym zakresie. O ile
bowiem algorytmiczne umiej¢tnosci uczniow zdolnych zostaja szybko
i sprawnie wycéwiczone, o tyle poziom myslenia matematycznego moze
nie ulec postgpowi. Dopoki bowiem bedziemy sprawdza¢ jedynie opano-
wanie okre$lonych umiejgtnosci algorytmicznych ucznidow, dopoty nie
bedziemy posiada¢ wystarczajacej wiedzy na temat procesu rozwoju ich
myslenia matematycznego. Nie badajac postgpéw ucznia, tracimy okazje
do stawiania przed nim zadan mieszczacych si¢ w strefie najblizszego

\ \ 5: W umcmwtyt:/\wsz:, \}
+ + + LVCZA 2ZE20ANT
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rozZwoju.
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¥ D. Klus-Stanska, Dziecko uzdolnione matematycznie. Adrian — odstona pierwsza.
W: D. Klus-Stanska (red.), Swiaty dzieciecych znaczen. Warszawa 2004.
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Uczen umie tylko to, co bylo przerabiane w szkole

Przygladajac si¢ temu stwierdzeniu z réznych perspektyw musimy
zgodzi¢ si¢ na pewna nieoczywisto$¢. Istotnie, nazwy okreslajace pojgcia
matematyczne typu: ,,iloczyn”, ,,przemienno$¢ mnozenia”, ,,0$ liczbowa”,
,liczba pierwsza” i1 wiele innych pojawiaja si¢ przede wszystkim na
lekcjach matematyki. W tym sensie uczen poznaje matematyke gltownie

w szkole.

Druga perspektywa — nadawania znaczen matematycznych zdecy-
dowanie zaprzecza powyzszemu stwierdzeniu. Na poziomie klas najmtod-
szych najczgsciej jest tak, ze uczniowie dzigki wielu do$wiadczeniom
pozaszkolnym dostrzegaja wiele zalezno$ci matematycznych, i cho¢ nie
potrafia ich nazwaé¢, korzystaja z nich w réznych sytuacjach. Uczen,
ktory dos¢ szybko (najczgsciej w momencie przejscia na poziom liczenia
w pamigci w zakresie 10) orientuje sig, ze dodawanie 3 + 4 daje taki sam
wynik jak 4 + 3 i nie musi zna¢ okre$lenia ,,przemiennos$¢ dodawania”,
zeby z niego korzysta¢. T¢ wiedzg uzyskal samodzielnie dzigki wielu

manipulacjom w rzeczywistym $wiecie i ich obserwowaniu.

Skoncentrowanie si¢ nauczyciela jedynie na tych umiejgtnosciach,
ktore sa przedmiotem zabiegéw dydaktycznych w szkole, zubaza jego
wiedz¢ o uczniu. Ogranicza jednocze$nie poznawczo uczniéw, ktorzy nie
moga zajmowac si¢ interesujacymi ich zagadnieniami, poniewaz nie ma

tego w programie tej klasy.

Tego rodzaju przekonanie zwalnia réwniez ucznidéw od urucha-
miania strategii osobistych, tych ,na chlopski rozum”, czyli podejmo-

wania prob radzenia sobie z problemem z uzyciem posiadanej wiedzy.

Badani w 2008 roku trzecioklasi§ci otrzymali w zestawie zadan
oprocz kilku przykltadow z algorytmami wszystkich dziatan, dwa
przyktady dzielenia: 150 : 25 i 140 : 35, ktore mieli obliczy¢ najwy-
godniejszym dla siebie sposobem™. Prawidlowe byly wszystkie strategie,

ktore dawaty poprawny sposob liczenia i wynik. Uczniowie radzili sobie

% M. Dabrowski (red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniow trzecich ...,
dz. cyt.

76



na roézne sposoby, wykorzystujac dzialanie mnozenia, dodawania czy

odejmowania od dzielnej kolejno kilka razy po dzielniku.

Obliczenie okazato si¢ jednak niemozliwe az dla ponad potowy
(51,6% w przykladzie pierwszym i 55,8% w przyktadzie drugim) bada-
nych ucznioéw.

Czgs¢ dzieci nie podjeta zadnych prob postugujac si¢ na przyktad

tego typu usprawiedliwieniem:

140 : 35

N[

S

qe

Fakt, ze dzielenie przez liczb¢ dwucyfrowa nie zostalo wprowa-
dzone na lekcji automatycznie wykluczyt mozliwos¢, zdaniem niektorych
nauczycieli (i niestety ich ucznidow), samodzielnego rozwiazania

problemu.

Inaczej zachowywali si¢ uczniowie trzecich klas w konfrontacji
z problemem, ktorego nie potrafili zidentyfikowac i przyporzadkowaé do

tresci tematow lekcyjnych.

Wsrdd zadan proponowanych w testach w roku 2008 kilka miato
nietypowa struktur¢ — problemu matematycznego. Kazde zawierato
w sobie kilka pytan, ktére miaty charakter drogowskazu utatwiajacego
lywane juz problemy z ,,piramidkami” oraz ,tabelki dodawania”). Ponizej

przywolane zostato kolejne.
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Karol budowat bramy z identycznych klockow.
Do zbudowania jednej bramy uzyt 5 klockow:

]

Do zbudowania dwéch takich
bram potrzebowat 10 klockow:

L]

a) Ile klockow potrzebowat Karol do zbudowania:

e trzech takich bram? | |

e czterech takich bram? | —’

e dziesigciu takich bram? ‘ |

e dwudziestu takich bram? | ‘

W tego rodzaju sytuacji nowej poznawczo uczniowie uruchamiali
proces korzystania z wiedzy osobistej, obliczajac dowolnymi sposobami
liczbg klockéw i tworzac ,,po drodze” nowe. Bogactwo radzenia sobie
z tego rodzaju zadaniem jest naprawd¢ imponujace, szczegélnie ze

w przypadku 80% rozwiazan poprawne.

Autor ponizszego przykladu rozwigzania nieustannie weryfikowat
sposoby obliczania kolejnych bram, czyniac je coraz bardziej ekono-

micznymi.
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Karol budowat bramy z identycznych klockéw.
Do zbudowania jednej bramy uzyt 5 klockow:

Do zbudowania dwdch takich
bram potrzebowat 10 klockow:

a) Ile klockéw potrzebowat Karol do zbudowania:

o trzech takich bram? | 5+b+g5=1% |

e czterech takich bram? [ 9+9+H+T 2] C ]

e dziesigciu takich bram? I /( 0+10) <10 +70 +10=50 ‘

o dwudziestu takich bram?l 5@ + V/C = /l CG |

Inny uczen przetozyt wyobrazenie doktadania klockow na bardziej
zaawansowana strategi¢ — mnozenie.

a) Ile klockéw potrzebowat Karol do zbudowania:

e trzech takich bram? | v5=AY I

e czterech takich bram? l W-5=20 I

e dziesieciu takich bram? | A0-5 =hp I

e dwudziestu takich bram?[ 20-5=400 |

Cze$¢ ucznidw radzita sobie, rysujac kolejne bramy oraz wyko-
rzystujac takie wyobrazenie do obliczania.
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a) Ile klock6w potrzebowat Karol do zbudowania:

5 5 5
e trzech takich bram? 5 [J—_L_n. JL ]

—5— 8§ B —
e czterech takich bram?ZOl_f'L /i I J\JL ]

e S & r §

¢ dziesigciu takich bram?SoLﬁ_ fL ﬁ f{_ _FL f]_ ﬂ.ﬁ.flﬂ j
o dwadsiest takich bramp L IR AL i ]

Interesujaca wydaje si¢ rowniez konwencja postuzenia sig ilustracja
odpowiedniej liczby klockow. Tu uczen najpierw obliczyl, ile ich potrze-
ba do zbudowania budowli, a nastgpnie przedstawil tg liczbe za pomoca

swego rodzaju ,.kodu klockowego”.

a) Ile klockéw potrzebowat Karol do zbudowania:

o wechuakichbram? | [ [ [ [ [ [ [J[T]TT]

» ezterecytakichbram? [ [T T T T[T TT [ TTTTT]]
PRSP 11 TR
« - cwudziestasakich rane? | 1 LN R I

W niektorych rozwiazaniach uwidacznia si¢ proces konstruowania
strategii 0 wyzszym poziomie ogélnosci, gdy uczen dodajac kolejne
5 klockow przeszedt do zapisu mnozenia, kontynuujac juz tylko taka
postac.

a) Ile klockéw potrzebowat Karol do zbudowania:

e trzech takich bram? I/I{} +5=715, 5-3=)% —|

e czterech takich bram? 'i: +5=27 C b ~T =10 ’

-

—
=

e dziesigciu takich bram? [ S : /, O =9l |

o dwudziestu takich bram? [ () - § =/ 00D ]
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Juz przywotane przyktady®' uczniowskiego radzenia sobie w sytu-
acjach nowych zaskoczy¢é moga swoim bogactwem i roéznorodnoscia.
O tym bowiem, jaka wiedz¢ matematyczna maja uczniowie, informuja
przede wszystkim ich strategie uruchamiane w nieznanych wczes$niej
problemach. Sprawdzanie jedynie tych umiejgtnosci, ktore byty ¢wiczone
na lekcjach, ogranicza wiedz¢ o uczniu do niemalze zero-jedynkowej
informacji: opanowat ten temat lub nie. Umiejgtno$¢ wykonania przez
ucznia dodawania pisemnego jest jedynie dowodem na pamigciowe
opanowanie algorytmu. Nie pozwala jednak na dostrzezenie, w jaki spo-
sob zostata ona wykorzystana do budowania myslenia matematycznego

ucznia.

Nauczyciel nie powinien wigc a priori zaktadaé, ze jego uczniowie
nie umieja fego, czego nie wprowadzal na lekcji. Warto sprawdzi¢, jaka
jest ich wiedza o tych zalezno$ciach matematycznych, ktore jego zdaniem
stanowia zupehie czysta karte w umystach uczniow. Odkrywanie wiedzy
osobistej uczniow moze by¢ fascynujacym elementem wzajemnych inter-
akcji, budujacym szacunek dla myslenia dziecigcego.

By¢ moze wyrazem niespethionej tgsknoty do zadan wyzwalaja-
cych wyzszy poziom trudno$ci sa zaprezentowane ponizej odpowiedzi
polskich trzecioklasistow uzyskane za pomoca czytania diagramu stup-
kowego (por. s. 28).

f) Ilu razem uczniéw podato swoja ulubiona dyscypling?

2494

Procentowa wielko$¢ podana przez tego ucznia nie jest poprawna,
ale wskazuje na potrzebg przenoszenia wiedzy pozaszkolnej na teren

lekcji matematyki.

Podobnie inny uczen wykorzystal swoje doswiadczenia i skojarzyt
formg rysunku (diagram) z czgsto wspotistniejacym (szczegdlnie w me-
diach) tekstem postugujacym si¢ pojeciem procenta.

3! Nie wyczerpuja one bynajmniej mozliwosci rozwiazan zastosowanych przez
trzecioklasistow.
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d) Ktéra dyscypline: skoki narciarskie czy siatkowke
wybrato wigcej uczniow? O ilu wigcej?

TR .

e) Ktore dwie dyscypliny wybrato tacznie 50 uczniéw?

Matematyczna przedwiedza ucznia jest najczgsciej pomijana i nie-
dostrzegana nie tylko przez nauczycieli, ale takze samych uczniow, kto-
rzy ,,nauczyli si¢”, ze ,,wiedzie¢” moga tylko to, co juz byto na lekcjach.

Przywotam przyktad uczennicy klasy trzeciej, ktora rozwiazywala
zadanie: Mama wyslala Janka po dwa litry wody ze studni. Janek
wzial ze soba dwa naczynia: wiadro o pojemnosci 8 litrow i garnek
o pojemnosci 3 litry. Jak za pomoca przelewania odmierzy¢ ma
dokladnie 2 litry? Na moja prosbg, aby sprobowata sobie wyobrazi¢, co
bedzie robit Janek i gdzie moze nabra¢ wody, wyjasnita, ze moze nabraé
do wiadra. Zapytatam, czy bedzie miat wtedy odpowiednig ilo§¢ wody,
a ona stwierdzila, ze moze przeciez odla¢ do garnka trzy litry, a potem,
gdy wyleje wodg z garnka, zrobi¢ to jeszcze raz i zostanie mu w wiadrze
wlasnie dwa litry. Nastepnie powiedziata: Wiem! To bedzie 8§ —3 — 3 = 2.
W tym momencie dodata zdziwiona: Skqd ja to wiedziatam? Fakt
posiadania wiedzy niezidentyfikowanej wczesniej okazal sig¢ dla niej
najwigkszym zaskoczeniem.

/ZITE?TET‘{, NIE HOGE
fond var osente
INOGEON | CWIERC
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Zadania ,,na szostke” nie sq dla stabych uczniow

Powyzsze stwierdzenie jest przyktadem mitu, ktory mocno osadzit
si¢ w przekonaniach nauczycieli wezesnej edukacji. W wielu przypad-
kach uczen moze zmierzy¢ si¢ z tego typu zadaniem samodzielnie
jedynie wowczas, gdy rozwiazuje je ,,na szostke”. Uczniowie o nizszych
mozliwos$ciach matematycznego mys$lenia nie maja wtasciwie okazji do
siggania po tak wysoka oceng, a wigc rowniez do samodzielnych prob
poradzenia sobie z nietypowym problemem.

Rozwigzywaniu zadan matematycznych shusznie przypisuje si¢
wiele pozytywnych aspektéw. Korzysci osiagane dzigki rozwiazywaniu
zadan matematycznych pojmowane sa przez dydaktykow wielotorowo,
poczynajac od najprostszego przeniesienia w postaci ,,opanowania pod-
stawowych pojeé matematycznych”32, sa znaczeniowo rozszerzane, az
po ,rozwijanie postawy intelektualnej wyrazajacej si¢ w tworczym,
logicznym i krytycznym mysleniu, samodzielnym pokonywaniu trud-
nosci i matematycznym analizowaniu zjawisk™>.

Tak szerokie znaczenia nadawane funkcji zadan w procesie roz-
wijania matematycznego poznawania nie zawsze sa wyrazane przez
nauczycieli wczesnej edukacji. Wielu z nich ogranicza je raczej do
,przerobienia” zadan dotyczacych okreslonych oraz $cisle identyfi-
kowalnych tresci matematycznych w nadziei, ze wycwiczenie wielu
schematycznych rozwiazan pozwoli uczniom w przysztoSci poradzié
sobie z kazda trudnoS$cig matematycznaf“, takze ta pozaszkolna. Dlatego
dzieci w klasach najmlodszych rozwiazuja najczgsciej zadania skorelo-
wane z tematem lekcji (moga to by¢ zadania na przyklad dotyczace
poréwnania réznicowego czy dodawania w zakresie 100).

W tym konteks$cie zadania ,,na szostke” stanowia grupg ¢wiczen
wyltamujacych si¢ z obszaru codziennos$ci szkolnej matematyki, czgsto
ze wzgledu na trudno$¢ przypisania ich do konkretnego tematu lekcji,
cho¢ oczywiscie nie tylko dlatego.

Rozwiazywanie zadan problemowych jest rzadko doswiadczana
dzialalno$cia uczniéw. Przyczyny zbyt niskiej frekwencji pojawiania
si¢ tego rodzaju zadan na lekcjach w klasach najmiodszych opisuja
D. Klus-Stanska i M. Nowicka. Niedocenianie przez nauczycieli roli

32 E. Gruszezyk-Kolczynska, Dzieci ze specyficznymi trudnosciami ..., dz. cyt., s 103.
3 Tamze.

3 Negatywne skutki takiego rozumienia roli zadah w matematycznej edukacji
weczesnoszkolnej opisuja D. Klus-Stanska i M. Nowicka w ksiazce Sensy i bezsensy...
dz. cyt.
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zadan problemowych w rozwoju mys$lenia matematycznego miewa
swoje zrodlo w braku umiejgtnosci identyfikowania zadan tego typu
oraz w niskich kompetencjach tworczych nauczycieli w zakresie
matematyki® .

Zadania ,,na szostke” maja swoje miejsce w procesie eduka-
cyjnym chocby za sprawa specjalnie wydawanych zbiorow w ramach
niektorych programéw szkolnych. Czgsto sa ciekawsze poznawczo, ale
traktowane jako zbyt trudne stanowia barier¢ mentalng nie tylko dla
uczniow, ale rowniez wielu nauczycieli.

Sa takze przyczyna niepowodzen studentow wczesnej edukacji
zmagajacych si¢ z ich rozwiazywaniem. Ci ostatni dla okreslenia zadan
tej kategorii uzywaja najczgéciej pojgcia moze nieco mniej profesjo-
nalnego, ale dobrze oddajacego meritum — zadania ,,na myslenie”.
Znamienne jest uzycie wyrazenia ,,na myslenie”, stanowiace tu cechg
klasyfikujaca. R6znicuje ona tego rodzaju zadania od typowych, ktore
stanowia zdecydowana wigkszo$¢ propozycji w podrgcznikach dla
najmtodszych uczniéw.

Zadania ,na szostk¢” juz w swojej nazwie zawieraja atrybut
ograniczajacy grupg ucznidow, do ktoérych sa skierowane. Dla kazdej
grupy wiekowej (klasy I, II lub III) mozna znalezé wydawnictwa
oferujace zadania przeznaczone dla najlepszych. Jednakze uczen, ktory
nie reprezentuje bardzo wysokiego poziomu wiedzy matematycznej jest
pozbawiany z nimi kontaktu, poniewaz... sa one ,,na szostke”. Prawo
wstgpu do $wiata probleméw matematycznych tego typu jest przez
nauczyciela przyznane tylko wowczas, gdy jest on przekonany, ze pro-
gramowe umiejgtnosci matematyczne zostaly opanowane w stopniu
idealnym.

W $wiadomosci nauczycieli zadania, o ktérych mowa, pelnia ra-
czej funkcje nagrody dla ucznia, po ktérym nalezy si¢ spodziewaé, ze
jego wysokie kompetencje matematyczne (czgsto zwigzane bardziej ze
zdolno$ciami ogoélnymi, niz bedace efektem dotychczasowej edukacji
matematycznej w szkole) zostana dzigki umiejgtnos$ci rozwiazania
potwierdzone.

Niezwykle rzadko (by nie powiedzie¢ wcale) zdarza sig, aby
nauczyciel zaproponowal zadanie o takim charakterze poznawczym
réwniez uczniowi stabszemu. Problemowe zadania nie sa wigc postrze-
gane jako niezbgdny stymulator rozwojowy stabszych intelektualnie
uczniow.

3p Klus-Stanska, M. .Nowicka, Sensy i bezsensy ..., dz. cyt., s. 149 i dalsze.
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T¢ niekorzystna sytuacjg poglgbia dodatkowo przyporzadkowanie
zbioréow zadan do konkretnego poziomu nauczania. Wielu nauczycieli,
ktorych uczniowie przeszli do nastgpnej klasy, nie interesuje si¢ na
biezaco zbiorami z lat poprzednich. Zadaniom z tych aktualnych uczen
o nizszych kompetencjach matematycznych nie jest czg¢sto w stanie
sprostac. W ten sposob potwierdza si¢ przekonanie o niecelowo$ci
zajmowania si¢ zadaniami typu problemowego przez uczniéw, ktdrych
rozwdj myslenia matematycznego jest na nieco nizszym poziomie.
W efekcie sa oni poddawani jeszcze silniej stymulacji opanowywania
gotowych schematow i pozbawiani mozliwosci tworzenia wlasnych
procedur postgpowania.

Uczen prezentujacy w danym momencie nieco nizsze kompeten-
cje matematyczne, w sposOb paradoksalny narazony jest wigc tym
bardziej na tworzenie wiedzy scholastycznej, skostniatej, niemozliwe;j
do wykorzystania w sytuacjach pozaszkolnych. Postrzegany raczej jako
bierny odtworca staje si¢ w pewien sposob ofiara zaniechania stymulacji
poznawczej w szkole. Nie ma okazji do samodzielnych eksploracji
$wiata liczb, badania relacji migdzy nimi oraz nadawania im znaczen
matematycznych.

Tymczasem konstruowanie poje¢ matematycznych dzigki wias-
nym do$wiadczeniom moze by¢ szansg na ksztaltowanie matematyczne;j
wiedzy, ktora pozwoli uczniom rozumie¢ lepiej $wiat. Podobnego
zdania jest amerykanski matematyk W. Thurston, ktory uczenie mate-
matyki uczniéw stabo postugujacych si¢ jezykiem matematyki opiera
przede wszystkim na ich osobistych i rzeczywistych doswiadczeniach

w przeciwienstwie do uczenia ,,suchej matematyki™°.

Tego rodzaju proces dostrzegalny byt w samodzielnych rozwiaza-
niach trzecioklasistow, ktorzy po raz pierwszy zajmowali si¢ jakim$
problemem.

W przedstawionym ponizej przyktadzie uczen, odwolujac sig¢ do
wlasnych doswiadczen gry w pitke i ustalania druzyny narysowal,
w jaki sposob przydzieli¢ mozna chtopcom odpowiednie pitki, matema-
tyzujac sytuacj¢. Wprowadzenie zapisu rozwigzania za pomocg formuty
matematycznej uznat za zbedne, poniewaz znal juz odpowiedz. Jed-
nakze strategia jego myslenia jest tak klarowna, ze dzialania nasuwaja
si¢ same.

36 Korzystam z thimaczenia S. Turnaua artykutu W. Thurston Matmatical Education.
,Notices of the American Matematematical Society” 1990 37/7,.
www.wsp.krakow.pl/kdm/Thurston.pdf . 23.03.2007
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6. W klasie III kazdy chlopiec ma jedna albo dwie pitki. Pitk¢ do gry w noge ma
10 chiopcow, a pitke koszykowa ma 9. Czterej chtopcy maja obie pitki.
Tlu chtopcow jest w tej klasie?
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Konieczno$¢ odwotywania si¢ do wiedzy osobistej oraz uswia-
damianie uczniom jej znaczenia dla rozumienia i rozwiazywania zadan,
stanowig jedna z podstawowych warto$ci zadan ,,na szostke”.

Rozwigzywanie ich przez uczniéw stanowi¢ moze przyktad do-
$wiadczen poznawczych pozwalajacych uswiadamia¢ sobie zaleznosci
i prawidtowos$ci. Uczen, ktory zajmuje si¢ problemem: Pomysl jakas
liczbe. Dodaj do niej 7. Od wyniku odejmij 2 a nastepnie od wyniku
odejmij 5. Co otrzymale$? Jak mySlisz, dlaczego tak si¢ dzieje?,
uruchamia ,,wlasne” dziatania na wybranych przez siebie liczbach,
podejmuje proby odkrywania reguty, cho¢ nie zawsze osiagnie sukces.
Jednak tworzace si¢ w trakcie tych badan intuicje stanowi¢ beda bazg
dla rozszerzania zakresu znaczeniowego pojgcia odwrotnosci dodawania
i odejmowania.

W kontekscie umozliwiania uczniom nadawania osobistych zna-
czen matematycznych, zadania ,na szdstke” stanowia propozycje
konstruktywistycznych dzialan edukacyjnych. Ich role¢ w procesie
nauczania B. Golgbniak postrzega nast¢pujaco: ,ulatwiaja dzieciom
laczenie nowych idei z posiadana juz wiedza, umozliwiaja ich
«poprzecznay» integracjg, zachgcaja do rozwijania narzedzi przydatnych

przy dokonywaniu nastgpnych «konstmkcji»”37.

W dobie nattoku informacyjnego juz mate dzieci maja kontakt
z wieloma ciekawymi zagadnieniami prezentowanymi w mediach. Pow-
staje jednak pytanie, w jakim zakresie poradza sobie z przetwarzaniem
tej wiedzy tak, aby stala si¢ ona uzyteczna w rozumieniu otaczajacej
rzeczywistosci.

37 B. D. Golebniak, Konstruktywizm — moda, ,, nowa religia” czy tylko/az interesujqca
perspektywa poznawcza i dydaktyczna? ,,Problemy Wczesnej Edukacji” 2005, nr 1(1),
s. 14.
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W kontekscie tego rodzaju stymulowania poznawczego, edukacja
szkolna ma niewiele do zaoferowania. Lekcja matematyki w klasach
najmlodszych, to raczej ostoja wprowadzania i utrwalania podstawo-
wych poje¢ zwiazanych z ta dziedzina, niz czas zaciekawiania otacza-
jacym $wiatem i jego ztozonoScia.

Rozumienie rzeczywistosci jest niemozliwe bez poznawania regut
ja porzadkujacych. Rozwijanie umiejgtnosci klasyfikacyjnych i two-
rzenia kategorii jest kompetencja intelektualng, ktora determinuje po-
wstawanie poje¢ w umysle jednostki. Zadania zaciekawiajace ucznia,
motywujace do szukania zaleznosci, stawiania sobie pytan i szukania
odpowiedzi sa niezbgdne dla ksztalcenia jego myslenia.

Problemy, ktorych tres¢ w sposob niestandardowy zmusza do szu-
kania wlasnych drog rozumienia, nie moga wigc by¢ dostgpne jedynie
wybranym uczniom, ktorzy dysponuja juz stosunkowo wysokimi
kompetencjami w tym zakresie. To wlasnie uczniowie stabsi powinni
takiego rodzaju stymulacji do§wiadczac.

Na przyktad odpowiedz na pytanie: Jak zmieni si¢ réznica, jesli
od odjemnika odejme 6? nic moze by¢ propozycja zagadki matema-
tycznej skierowanej jedynie do ucznia najlepszego, ale niezbgdna
aktywnoscia badawcza ucznia stabszego. Ma on wowczas szansg, dzigki
osobistemu rozumieniu dziatania odejmowania oraz badaniu konkret-
nych przyktadéw zmieniajacych sig¢ roznic, uczy¢ sig kategoryzowania
na poziomie uogdlnionym. Uczen, ktory potrafi takiej odpowiedzi
udzieli¢ po krotkim zastanowieniu si¢, osiagnat juz wyzszy poziom
uogolniania i dla niego tego typu zagadka moze mie¢ mniejsza wartos¢
poznawcza.

Znaczenie zadan typu problemowego dla rozwoju myslenia
matematycznego uczniéw pokazuja wyniki eksperymentu przeprowa-
dzonego w klasie trzeciej. Uczniowie klasy eksperymentalnej w czasie
jednej jednostki lekcyjnej w tygodniu (w ramach podstawowego czasu
zajgc), tworzyli osobiste strategie rozwigzywania zadan problemowych.
W Kklasie kontrolnej edukacja matematyczna miata charakter standar-
dowy.

Przed przystapieniem do trwajacego 6 miesigcy eksperymentu
oraz po jego zakonczeniu, uczniowie klasy eksperymentalnej i kontrol-
nej zostali zbadani testem zlozonym z 18 zadan, w tym z 10 zadan
problemowych i z 8 zadan standardowych. Uczniowie obu klas prezen-
towali zblizony poziom umiejgtno$ci w rozwiazywaniu zadan w tes-
cie wstgpnym. Klasa eksperymentalna uzyskata §rednia arytmetyczna
w teScie wstgpnym na poziomie 6,52 punktu na 18 mozliwych. Klasa
kontrolna w tescie poczatkowym uzyskata nieco wyzsza $rednia, tj. 7,40
punktu. Nie byly to roéznice istotne statystycznie, cho¢ klasa kontrolna
wykazywata pewna przewagg. Sytuacja zmienita si¢ po zakonczeniu
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eksperymentu, a wyniki testu koncowego przedstawialy si¢ nastgpujaco:
$rednia klasy kontrolnej w tescie koncowym wyniosta 9,33 punktu,
a $rednia w klasie eksperymentalnej 12,14 punktu na 18 mozliwych.
Uczniowie z klasy eksperymentalnej osiagngli wyniki wyzsze w sposob
istotny statystycznie niz uczniowie klasy kontrolne;j.

Diagram 1 przedstawia, w jaki sposob zmienity si¢ wyniki punk-
towe uzyskane przez poszczegodlnych uczniow klasy kontrolnej w tescie
poczatkowym i koncowym.

Diagram 1. Poréwnanie wynikow punktowych poszczegdlnych uczniéw
klasy kontrolnej w tescie poczatkowym i tescie kocowym

18 1

123 456 7 8 901 2 3 4
U u u u uuuuu Il 1T 1 1
u

M test poczatkowy I test koncowy

W 20 osobowe;j klasie kontrolnej 16 osob poprawito wyniki ($red-
nio o 1,7 punktu), natomiast wyniki 3 uczniéw sig¢ pogorszyty.

Na diagramie 2 przedstawione sg wyniki punktowe uzyskane
przez ucznidéw z klasy eksperymentalnej w tescie poczatkowym i tescie
koncowym.

Diagram 2. Poréwnanie wynikéw poszczegblnych uczniow
klasy eksperymentalnej w tescie poczatkowym i tescie koncowym
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W 21 osobowej klasie eksperymentalnej 20 uczniow poprawito
swoje wyniki (§rednio o 3 punkty) a 1 uczen osiagnal wynik nizszy o 0,5
punktu.

Uczniowie klasy kontrolnej tylko w dziewigciu przypadkach
uzyskali w tescie koncowym wynik w wysokosci powyzej 50% moz-
liwych do otrzymania punktow. W przypadku klasy eksperymentalnej
byto az 17 takich uczniow. W tescie poczatkowym natomiast uczniéw
z wynikami powyzej 50% w klasie kontrolnej bylo 8, podczas gdy
w klasie eksperymentalnej tylko 5.

Uczniowie z klasy eksperymentalnej, ktorzy mieli cotygodniowa
sposobno$¢ do samodzielnego badania relacji matematycznych
w zadaniach nietypowych, zdecydowanie bardziej rozwingli wlasne
kompetencje matematyczne, niz bylo to mozliwe w przypadku uczniéw
klasy kontrolnej. Postepy poczynili rowniez uczniowie o nizszych umie-
jetnosciach matematycznych.

Istotne dla przeprowadzonego eksperymentu bylo zalozenie, ze
uczniowie beda samodzielnie lub w malych grupach poszukiwaé
wlasnych procedur rozwiazania zadan z zadanej im karty pracy.
Z moich obserwacji wynika, ze czg$¢ uczniow nie potrafita wielu z za-
dan rozwiaza¢ do konca, a nawet ich rozpocza¢ w sposob prawidlowy.
Ci uczniowie dokonywali réznych prob poradzenia sobie, czgsto niesku-
tecznych, cho¢ nie znaczy to, ze bezwartosciowych poznawczo.

Na tego rodzaju trudnosci narazeni byli w sposob oczywisty ucz-
niowie stabsi. Znaczacy jednak jest fakt, ze pomimo wielu niepowodzen
w czasie indywidualnej pracy nad zadaniami, réwniez uczniowie, ktorzy
w teScie wstgpnym otrzymali najnizsze wyniki, w efekcie poczynili
postepy, rozwiazujac wigcej zadan w tescie koncowym. Samodzielnie
prowadzone do$§wiadczenia pozwolity im na efektywniejsze rozumienie
wyjasnien kolegow, ktorzy zadanie rozwigzali i prezentowali swoje
wyniki. Ta sytuacja zdaje si¢ potwierdza¢ duze znaczenie czgstego
kontaktu ucznidéw z zadaniami problemowymi. Wyniki eksperymentu
wskazuja, ze mozliwe jest, dzigki rozwiazywaniu zadan typu proble-
mowego, rozwijanie kompetencji matematycznych wszystkich uczniow.
W Kklasie eksperymentalnej lepsze wyniki uzyskali nawet najstabsi
uczniowie.

Rozwiazywanie zadan wymagajacych tworzenia wlasnych proce-
dur, odpowiadajacych indywidualnemu poziomowi rozumienia, wspo-
maga rozw0j matematycznego myslenia wszystkich uczniow, choé
oczywiscie przyrost kompetencji nie jest jednakowy. Kazdy uczen
dysponuje nieco innym zasobem wiedzy osobistej, determinujacej
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sposob radzenia sobie z problemem. W tym kontekScie zadania ,,na
szostkg” o zréoznicowanym poziomie trudnosci stanowi¢ powinny mate-
matyczna propozycje¢ edukacyjng dla wszystkich uczniow.

Nieistotne jest, czy proponowane zadanie znajduje si¢ w zbiorze
»przypisanym” do poziomu danej klasy. Czynnikiem decydujacym
powinien by¢ poziom aktualnych umiejetnosci ucznia. Jesli jego moz-
liwosci poznawcze nie sg jeszcze wystarczajace, moze rozwiazywac
zadania ze zbioru dla klasy nizszej. Najistotniejsza jest mozliwosé
nadawania matematycznym problemom wymiaru indywidualnego, oso-
bistego, pomagajacego uczniowi w do$wiadczaniu poczucia mocy
sprawczej oraz kontroli poznawczej.

W tym kontekscie niepokojaco brzmia glosy nauczycieli, ktorzy
niechgtnie postrzegaja proby podejmowania przez stabszych uczniéw
wyzwan, na przyktad che¢¢ wzigcia udziatu w konkursie matematycznym
KANGUR.

Wielu nauczycieli dokonuje réznego rodzaju manipulacji maja-
cych na celu zniechecenie stabego ucznia w obawie przed porazka, jaka
niechybnie go spotka: Wszyscy mamy gtod sukcesu i dzieci tez, a zada-
nia z KANGURKA mogq to zniszczyc.

Tymczasem lepiej jest, gdy uczniowie rozwiazuja zadania trud-
niejsze, nawet nie dochodzac do koncowego wyniku, niz wowczas, gdy

nie maja zupetnie okazji do zajmowania sig nimi*®.

Podczas rozmoéw z nauczycielkami spotykam si¢ z wypowiedzia-
mi promujacymi udziat w konkursach wszystkich che¢tnych dzieci: Na
wyrownawczych, jak pracuje teraz, to niektore [dzieci] z zajec
wyrownawczych wystatlabym na konkurs. Jesli dziecko chce to niech
idzie. Wyniki nie sq najwazniejsze. Naleza one jednak do jednost-
kowych.

Jakze czgsto reakcja nauczyciela jest nastgpujaca: Jesli zgfosi sie
dziecko, ktore moim zdaniem nie ma szans, to bardzo trudna sytuacja.
Mowie wowczas, ze przemysle sprawe, ale po cichu podejmuje decyzje,
Ze nie pojdzie.

Niestety, przekonania tego typu, sygnalizowane (czgsto nie§wia-
domie i w dobrej wierze) dzieciom w klasach najmlodszych, maja
charakter dziatan stygmatyzujacych, ograniczajacych a priori mozliwos-
ci uczniéw. Nauczyciele sg bowiem swego rodzaju lustrem, w ktorym
przegladaja si¢ uczniowie, nadajac znaczenia swoim dzialaniom

3 D. Klus-Stanska, M. Nowicka, Sensy i bezsensy ..., dz. cyt.
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intelektualnym i osiagnigciom szkolnym. Niedostatek wiary w mozli-
wosci matematyczne ksztattuje si¢ przede wszystkim na lekcjach,
poniewaz poza klasa uczenie si¢ matematyki na sposob szkolny jest
praktycznie nieobecne. Uczniowie ksztatceni w takiej ideologii oceniaja
przez jej pryzmat swoje kompetencje i moc sprawcza, zanizajac wiarg
W umiejgtnosci matematycznego myslenia.
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Uczniowie w tym wieku nie sq w stanie tworzy¢ wlasnych
sprytnych metod wykonywania obliczen

Ustosunkowujac si¢ do powyzszego stwierdzenia badani w 2008
roku nauczyciele edukacji wczesnoszkolnej w miazdzacej wigkszosci
(97,4%) wypowiedzieli si¢ akceptujaco. Jest to wyraz powszechnego
wsrdd nich braku zaufania do myslenia najmtodszych uczniow. Ogolne
przekonanie o prawdziwosci tego stereotypu generowac¢ moze (i czgsto
tak wlasnie si¢ dzieje) nieobecno$¢ na lekcjach matematyki sytuacji
sprzyjajacych umozliwianie tworzenia przez uczniéw osobistych strategii

liczenia.

Tymczasem juz uczniowie najmtodszych klas powinni mie¢ okazjg
do liczenia na swdj sposob, czyli zdobywania doswiadczen wspomaga-
jacych konstruowanie roéznych strategii, czgsto zroznicowanych w zalez-
nosci od rodzaju przyktadu. Proces tego typu powinien w umystach
dzieci mie¢ szansg zaistnienia juz w przypadku wczesnych doswiadczen

liczbowych.

Dodawanie i odejmowanie w zakresie 10 ma na tyle nieskompliko-
wany” (i w zwiazku z tym powtarzalny w umystach réznych ludzi)
schemat postgpowania, ze nauczycielom moze umknaé $wiadomosé
niejednorodno$ci rozumienia tych operacji przez wszystkie dzieci
w klasie, szczego6lnie w tym samym czasie. Komplikowanie si¢ obliczen
w ramach kolejnych tematow zaje¢ moze staé si¢ obszarem konstruowa-

nia przez ucznidow wiedzy zwiazanej z indywidualnymi wyobrazeniami.

Na przyktad sposob obliczania w pamigci wyniku dodawania czy
odejmowania moze by¢ dostosowywany do liczb wystepujacych w dzia-
faniu w sposéb indywidualny. Jesli mamy do czynienia z przykladem
typu: 41 + 32, mozna dodawac najpierw dziesiatki, a potem jednosci
i wszystko zsumowac. Nie jest to jednak jedyny sposob. Rownie
poprawny proces obliczania méglby mieé¢ inna postaé: 40 + 33 czy
43 + 30. Jeszcze wigeej mozliwosci moze generowaé przyktad innego
typu: 28 + 37. Strategia dodawania najpierw dziesiatek a potem jednosci
i sumowania calosci wydaje si¢ duzo mniej ekonomiczna niz na przyktad
obliczenie: 30 + 40 — 5%

39 Uzytam tu okrelenia ,,nieskomplikowany” jedynie w konfrontacji z tworzonymi

w dalszym etapie nauczania operacji matematycznych, strukturalnie bardziej ztozonymi.
40 przyktady roznych sposobow obliczania dziatan w pamigci mozna znalezé migdzy
innymi w ksiazce M. Dabrowskiego, Pozwdlmy dzieciom..., dz. cyt.
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Nauczyciele czgsto wyrazaja przekonanie, Ze wyuczenie uczniow
jednego, uogodlnionego sposobu, zapewni tym ostatnim narze¢dzie
o najogodlniejszej mozliwosci wykorzystania. Choc¢ tego rodzaju mys$lenie
nie jest pozbawione racji, nie pozwala jednak na dostrzezenie znaczenia
wytwarzania przez uczniow wlasnych sposobow obliczeniowych dla
rozwoju ich kompetencji rachunkowych (i nie tylko) we wczesnym okre-

sie uczenia si¢ matematyki.

Proponowanie jednej ,,najlepszej” metody staje sig¢ wigc jednoczes-
nie zrédlem ograniczania poznawczego. Tworzac rozne sposoby oblicza-
nia, uczniowie lepiej rozumieja rolg liczb w dziataniach i ich wzajemne
zaleznosci. Probujac na przyktad obliczy¢é w pamigci 31 — 16, moga
korzysta¢ z matematycznej reprezentacji odejmowania na bardzo rézne
sposoby. Moga obliczy¢ nastgpujaco: 31 — 20 + 4. Uczen, ktory urucho-
mitby taka procedurg, ujawnia rozumienie faktu, ze odjgcie wigkszej, niz
zamierzano liczby, skutkuje mniejsza rdznica, wigc trzeba ja powigkszy¢
o brakujaca warto$¢. Inaczej myslalby uczen obliczajacy: 36 — 16 — 5.
Zastosowany sposob wskazuje na §wiadomos¢ relacji migdzy powigksze-
niem odjemnej a roznica. Kolejny przyktad wskazuje na zauwazenie
przez ucznia bardzo ciekawej zaleznosci: 30 — 15. Jest to wazna dla
budowania rozumienia narzedzi matematycznych w starszych klasach
zaleznos$¢ pokazujaca, ze jesli zmniejszy si¢ w taki sam sposob odjemna

i odjemnik, to r6znica nie zmieni sig.

Dokonywanie przez ucznidow obliczen za pomoca osobistych
strategii z jednej strony umozliwia nauczycielowi glgbsze ,,wejrzenie”
W sposoby rozumienia przez uczniéw dziatan na liczbach, z drugiej
korzystnie wptywa na rozwoj ich myslenia. Pozwala bowiem na
konstruowanie nowych sposoboéw liczenia, generujac matematyczna
wiedzg. Dzigki temu jest ona bardziej elastyczna i uzyteczna, poniewaz
sposoby obliczania moga ulega¢ modyfikacjom, w zaleznosci od

,»wygladu” konkretnego przyktadu.

Badani w zakresie umiejgtnosci matematycznych w 2008 roku
uczniowie klas trzecich dokonywali obliczen w zakresie trzech dziatan
na liczbach dobranych w taki sposob, zeby zniechgcaly do obliczen

pisemnych.
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W jednej wersji testu zadanie miato postaé nastgpujaca:
Oblicz tak, jak Ci najwygodniej.
999 + 86 106 — 99 150 : 25

W drugiej wersji zmienione byly liczby w przyktadach do
obliczenia.

Oblicz tak, jak Ci najwygodniej.
199 + 87 1007 — 999 140 : 35

Sposoby liczenia uruchamiane przez uczniow odwotywaly sig
przede wszystkim do jednej strategii. Okazato sig, ze wysoki stopien
trudno$ci wykonywania obliczen pisemnych w tych przykladach, nie
zniechgcil przewazajacej czgéci ucznidéw i w pierwszym dziataniu ponad
80 % (Srednio 85,15%) probowalo zastosowac¢ dodawanie pisemne.

Czg$¢ ucznidéw jednak podjeta probe obliczenia tych dziatan w in-
ny sposob, uruchamiajac z zwiazku z tym interesujace strategie®'.

Jeden z badanych trzecioklasistow — autor ponizszego przyktadu,
postanowil dodawac ,,po kawatku”. Liczbe 87 zamienit na czgsci i po
kolei dodawat, jak mu bylo wygodniej. Najpierw dodat 10 i zostato
jeszcze 77, z czego poczatkowo ,,wykorzystal” tylko 70, a nastgpnie

I Por. M. Dabrowski, (red.), Badanie umiejetnosci podstawowych ..., dz. cyt.
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dopeit do pelnej dziesiatki, dodajac 1 i teraz zostalo jedynie 6 do
dodania.
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Inny uczen proébowat zastosowa¢ podobna strategig, zapominajac
wprawdzie, ze zostalo mu do dodania 80 a nie 8. Cata procedura jest
jednak poprawna.

. Oblicz tak, jak Ci najwygodniej.

199 + 87 1007 — 999 140 : 35
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W przypadku dziatania odejmowania sytuacja byta bardziej ztozo-
na, poniewaz stopien trudnosci obliczania sposobem pisemnym byt
bardzo wysoki. Odejmowanie, w ktorym odjemna zawiera zera, stanowi
nie lada wyzwanie rowniez dla starszych uczniow.

Podany nizej przyktad ilustruje t¢ znaczna trudnos¢.
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Zdecydowanie rozsadniejszym wyjsciem byloby wigc obliczanie
w inny sposob. Badani trzecioklasi$ci preferowali jednakze strategie,
ktora wydata im si¢ bezpieczniejsza. Przyktad: 1007 — 999 probowato
obliczy¢ pisemnie az 82% uczniéw. Poprawnie obliczylo w ten sposob
50,6%. W przypadku 106 — 99 postgpowato analogicznie nieco mniej
0s0b (76,3%). Tu przyjeta strategia zakonczyla sig sukcesem dla 53,5%
uczniéow. By¢ moze sama ,,dlugosc” liczb w pierwszym przyktadzie
wywotata w umystach uczniow natychmiastowe skojarzenie z obliczenia-
mi pisemnymi. Podjeli wigc ten trud, nie zastanawiajac si¢ nad specyfika
tego dziatania i liczb bioracych w nim udziat. W przypadku drugiego
odejmowania liczby wydaly si¢ bardziej przystgpne wielko$cia i fatwiej
kojarzyty si¢ ze strategiami obliczania w pamigci.
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Podejmowane przez ucznidw proby odejmowania w inny, niz
pisemnie sposob, okazaly si¢ interesujace, cho¢ byly juz mniej zrézni-
cowane niz w przypadku dodawania.

Autor pierwszego obliczenia ujawnit $wiadomo$¢, ze zmniejszenie
odjemnej pomnigjsza roznicg. Uczen najpierw odjat 99 od liczby 100,
a nastgpnie roznicg powigkszyt o brakujace 6.

5. Oblicz tak, jak Ci najwygodnie;.

999 + 86 106 - 99 }50:25
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Kolejny przyktad pokazuje strategi¢ odejmowania ,,po kawatku”.
Uczen najpierw odjat czes¢ liczby 99 w taki sposob, aby ,,wyréwnac”
odjemna do setki. Nastgpnie odjal jeszcze to, co zostalo z odjemnika,
a wiec 93.
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Najbardziej interesujace uczniowskie strategie pojawily si¢ w roz-
wigzaniach ostatnich przyktadéw — dotyczacych dzielenia. Poniewaz
dzieci w klasie trzeciej nie dysponuja jeszcze kompetencja w zakresie
dzielenia pisemnego przez liczby dwucyfrowe, zalozeniem badaw-

czym bylo zmotywowanie uczniéw do generowania osobistych strategii
liczenia.

Autorzy ponizszego rozwiazania doliczali kolejne ,.trzydziestki
piatki”, az uzyskali 140. Inaczej méwiac, badali za pomoca dodawania,
ile razy liczba 35 ,,zmiesci” si¢ w 140.

140 : 35
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Podobnie radzit sobie kolejny trzecioklasista, szukajac, ile razy
trzeba dodawac 25, zeby otrzymac 150.

150 : 25
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Bardzo dobrym pomystem okazato si¢ réwniez skorzystanie
z rozdzielnosci dzielenia wzglegdem dodawania. Autor tego obliczenia
opisat formula arytmetyczna wyjasnienie, ze dzielac jaka$ liczbg przez
inna mozna ja dzieli¢ czgsciami. Miat §wiadomosé, ze 70 dzieli sig przez
35, wigc dzielng 140 ,rozerwal” na dwie czgéci w taki sposob, zeby
kazda data si¢ podzieli¢ na 35.
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W kolejnym przyktadzie, dla odmiany, widoczny jest brak rozu-
mienia przez ucznia rozdzielnos$ci dzielenia. Autor probowat zastosowac
to prawo, kierujac si¢ jednak bardziej wygladem liczb (120 tatwo dzieli
si¢ przez 30, a 20 dzieli si¢ przez 5), niz rozumieniem, jakiego rodzaju
operacj¢ powinien wykonac.
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W rozwiazaniu innego trzecioklasisty widoczny jest wysoki po-
ziom rozumienia relacji migdzy liczbami w dzieleniu.
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Nastegpny uczen rowniez probowat odwotywaé sig¢ do tej umie-
jetnosei, ale tu zdecydowanie widoczny jest jedynie jej asocjacyjny
charakter. Rozdzielit liczbg 140 w sposob analogiczny do stosowanych
najczesciej] w klasie w przypadku rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania®. W tym jednak przypadku strategia zawiodla.
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Przedstawione powyzej sposoby radzenia sobie przez uczniow
klas najmlodszych z obliczaniem dziatan, wskazuja na fakt, ze sg oni
w stanie tworzy¢ wlasne sposoby obliczania, pod warunkiem, ze maja do
tego okazje na lekcjach matematyki. Powtérze jeszcze raz, ze taka
mozliwos$¢ stanowi doskonala sposobno$¢ do poglebiania rozumienia
dziatan, relacji migdzy liczbami oraz generowania elastycznego myslenia
matematycznego.
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Na lekcjach dzieci uczone sa najczgsciej rozdzielania wielocyfrowego czynnika na
setki, dziesiatki i jednosci. Bardzo rzadko pojawia sig¢ inny sposob rozdzielania jednej
z liczb na czg$ci. Tymczasem wiele obliczen w zadaniach typu: W malej zgrzewce
wody mineralnej jest 8 butelek, a w duzej zgrzewce 14 butelek. Ile butelek jest
razem w czterech malych i czterech duzych zgrzewkach? wykonuje si¢ duzo tatwiej
dodajac najpierw liczg butelek w duzej i matej zgrzewce (8 + 14), mnozac nastgpnie
przez liczbg zgrzewek (22 « 4 = 88).
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Uczen powinien wiedzieé, kiedy sig odzywacé

Nauczyciele czgsto wyrazaja przekonanie, ze uczen nie moze
odzywaé sig¢ niepytany. Zdaniem wielu, w kanon kulturowy szkoty
wpisane jest takie zachowanie ucznia na lekcji, ktore nie zaburza jej toku.
U zrdédet wspomnianego oczekiwania lezy postrzeganie szkolnego pro-
cesu edukacyjnego bardziej jako nauczania niz uczenia si¢. Stad nacisk
na uwazne stuchanie nauczyciela, nieprzerywanie mu, wykonywanie
zadanej pracy $ci$le wedtug jego polecen.

Jesli uczen wyraza jakie§ watpliwos$ci, probuje nada¢ znaczenie
nowym tresciom, styszy w wielu wypadkach: Kochanie, nad czym ty sie
zastanawiasz? Przeciez ja to tumaczylam. Mam powtorzy¢? Ja sqdze, ze

slyszales'“.

Proby nawiazywania interakcyjnego procesu przez ucznia, zbywa-
ne sa przez nauczycieli w taki sposob, zeby miat on $wiadomos¢
niestosownosci zachowania. Kiedy uczen podaje na przyklad gotowy
obliczony przez siebie wynik, nauczyciel sygnalizuje: Ciesze sig, Ze
wiesz, ale zglos sig. Mnigj istotny jest fakt, Ze uczen juz obliczyl, jest
samodzielny, ma wiedzg. Na plan pierwszy wysuwa si¢ konieczno$é
zachowania narzuconej przez nauczyciela formy ,zglaszania sig”, tak
obcej konwencji swobodnej rozmowy. Tymczasem swobodne wypowia-
danie si¢ ucznidw rozwija jezyk matematyczny, ktory jest przez niekto-
rych dydaktykow traktowany jako rodzaj jednego z jezykdéw obceych:
Zatem powinnismy spodziewaé sig, ze uczniowie beda uzywac jezyka
matematyki na rdzne sposoby, formalne i nieformalne, i nie powinnismy

. . . , . . < e0sdd
niepotrzebnie ograniczaé¢ ich swobodnej ekspresji”™™.

Deklaratywne wypowiedzi nauczycieli wskazywatyby na podobne
traktowanie wypowiedzi uczniow. Badani nauczyciele wczesnej edukacji
poproszeni o ustosunkowanie si¢ do stwierdzenia: Nalezy pozostawié
dzieciom petnq swobode wypowiadania sie w czasie lekcji, w wigkszosci
(55,7%) zadeklarowali jego akceptacjg. Nie jest do konca jasne, w jaki
sposOb respondenci rozumieja swobode wypowiadania sie uczniow na
lekcji. Wbrew bowiem przytoczonym deklaracjom, obserwacje lekcji
ukazuja nieco inng rzeczywistosc.

# Przytaczane wypowiedzi nauczycieli sa autentyczne. Zostaly zarejestrowane podczas
obserwacji lekcji w klasach trzecich w 2008. Por. M. Dabrowski, Edukacyjna
codziennos¢ klasy trzeciej. [w:] M. Dagiel, M. Zytko, Badania umiejetnosci
podstawowych uczniow klas trzecich szkoly podstawowej. Nauczyciel ksztalcenia
zintegrowanego 2008. Wiele réznych. .., dz. cyt.

# 7. Usiskin (thumaczenie W. Zawadowski), Matematyka jako jezyk. NiM+TI
nr 71 2009, s. 27.
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Uczniowie na lekcjach matematyki wypowiadaja si¢ jedynie wow-
czas, gdy odpowiadaja na pytanie nauczyciela. Na obserwowanych
zajeciach nie zauwazono elementu dyskusji uczniow z nauczycielem, ani
tym bardziej, ucznidow migdzy soba. Dzieci odpowiadaty jedynie na
pytania nauczyciela, najczgsciej krotko podajac wyniki zadan. Jesli wigc
dochodzito na lekcji do interakcji nauczyciel - uczen, miata ona charakter
jednokierunkowy.

Uczniowie z klas poczatkowych nieczgsto maja okazje do tego
rodzaju doswiadczen, w ktorych mozliwe jest, a jeszcze lepiej, swiado-
mie oczekiwane przez nauczyciela, zadawanie pytan przez ucznia na
temat bedacy aktualnie w kregu jego zainteresowania. Uczestniczac
w zajeciach matematycznych uczen sporadycznie ma okazje do wypo-
wiadania si¢ w sytuacjach nowych poznawczo i zastanawiania si¢ nad
nowa wiedza.

Lekcje matematyki sa gtdwnie terenem pytan odwotujacych si¢ do
wiedzy podanej wczesniej podobnie, jak w przytoczonym ponizej przy-
ktadzie z klasy drugiej.

N: Za pomocq czego zapisane sq liczby dwucyfrowe?
Za pomocq czego?

Ul: Liter.
N: Za pomocaq liter? Za pomocq czego?
U2: Cyferek.

N: Tak. Za pomocq cyfr zapisuje si¢ liczby.

Sprawdzanie wiedzy za pomoca zadawania tego typu pytan (rowniez
przy okazji jakiego$ zadania), jest bardzo powszechna forma komunikacji
na styku nauczyciel — uczen. Nauczyciele czgsto inicjuja interakcjg z ucz-
niem przede wszystkim w celu postawienia dwuwartosciowej diagnozy:
umie albo nie umie. Umyka wowczas z pola widzenia co$ najcenniejszego
— sposdb myslenia ucznia. Nawet w sytuacji bardzo sprzyjajacej tego
rodzaju rozmowie, szybko zostaje ona ograniczona do poziomu pogadanki
sprawdzajacej wiedzg.

Na jednej z obserwowanych przeze mnie lekcji w klasie drugiej
uczniowie zajmowali si¢ nastgpujacym problemem: Wstaw odpowiednie
znaki dzialan, aby cale dzialanie bylo poprawne: 2 2 2 = 2. Jeden
z uczniéw napisal na tablicy rozwiazanie: 2 + 2 — 2 = 2, ktoére zostato
zaakceptowane przez nauczycielke jako jedyne poprawne i satysfak-
cjonujace. Za chwilg jednak kolejny uczen zapytal, czy moze zapisa
jeszcze jedno rozwigzanie.
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U: Ja znalazlem jeszcze taki sposob: 2—2 + 2 = 2.
N: Dlaczego jest dobry?

Ul: Bo tylko sie zmieniajq znaki.

N: Tak? Ale sprobuj to policzyc.

Ul: 2-2 = 0idodac dwa, to jest rowne 2.

N: Co robimy najpierw: dodawanie czy odejmowanie?

Pytanie nauczycielki rozpoczynajace si¢ od stowa ,,dlaczego” wska-
zywatoby na che¢ odkrycia sposobu myslenia ucznia. Jednak kierunek
kontynuowanej rozmowy kanalizowal zainteresowanie nauczycielki
jedynie na uzyskaniu odpowiedzi na pytanie: Jaka jest kolejnos¢ dziatan?
Charakterystyczne jest tu do$¢ jednowymiarowe zainteresowanie nauczy-
cielki mys$leniem matematycznym ucznia. Przede wszystkim chodzito
o informacjg, czy uczen zna kolejno$¢ dziatan. Nauczycielka nie dostrze-
gala raczej, ze w propozycji ucznia znajdowac si¢ moze wiele intuicji oraz
procedur dziecigcych, ktore sa poprawne albo nie. Uczen mdgt na przyktad
poprawnie wstawi¢ znaki dziatan, ale oblicza¢ wedlug btednego schematu
(na przyktad od prawej do lewej).

Koncentrowanie si¢ nauczyciela na sprawdzajacej roli pytan nie
rozwija jego wiedzy o mysleniu ucznia. Brak mozliwosci wyjasniania
wlasnego sposobu postgpowania i uzasadniania go, nie pomaga tez
uczniowi. Jest to bowiem aktywnos$¢ niezbgdna dla rozwijania mys$lenia
matematycznego uczniow klas poczatkowych. Zadawanie pytan gltownie
sprawdzajacych wiedz¢ nie generuje dyskusji, bowiem relacja migdzy
uczniem i nauczycielem natychmiast przyjmuje posta¢ pogadanki, w ktorej
jedynie nauczyciel (najczgsciej w sposob arbitralny) decyduje o popraw-
nosci odpowiedzi. Nie ma wowczas miejsca na merytoryczna dyskusje
o problemie matematycznym. Niedostatek takich doswiadczen ogranicza
rozwijanie tworczej aktywnosci dziecka.

Zupelie inacze] ma szans¢ mysle¢ uczen, ktérego nauczyciel
stymuluje wlasciwie postawionymi pytaniami. I cho¢ dziecigce znaczenia
matematyczne nie zawsze poddaja si¢ werbalizacji, a czgsto funkcjonuja na
poziomie intuicji, ich poznawcza sita przejawia si¢ w mozliwosci ich
,uzywania” w sposob tworczy.

W kolejnym przyktadzie ukazana jest che¢ odkrycia przez nauczy-
ciela sposobu myslenia jego uczniow.

Podczas rozwiazywania zadania w klasie drugiej: Powiedz bez
obliczania, ile wynosi ¢wiartka z iloczynu 4 - 7? nauczycielka chciata
przyblizy¢ rozumienie ¢wiartki.
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N: Jak mam jabtko i chce mie¢ jego ¢wiartke, to co musze zrobic?
Podzielic jabtko na cztery rowne czesci [kroi jabtko na ¢wiartki]. Pawel,
choé, pokaz cwiartke.

Ul: [podchodzi i podnosi do gory jedna czgsc].

N: Swietnie. Ta jedna czesé, to jest éwiartka.. Czyli jabluszko
sktada sie z ilu ¢wiartek?

UUU: Z czterech.

N: Swietnie, czyli, zeby wskazaé éwiartke, to musze liczbe
podzieli¢ na...[zawiesza glos].

U2: Cztery.

N: 4 kto mi powie, ile wynosi ¢wiartka z szesnastu?
U3: Cztery.

N: Cztery. A skad wiesz?

N: Bo trzeba 16 podzieli¢ na dwa, to bedzie 8, a potem jeszcze

raz podzieli¢ na dwa.

Uczniowie mieli tu, cho¢ czgsciowo, ale jednak okazje do wer-
balizowania swoich pomystow, ukazujac sposob rozumienia pojgcia
»Cwiartka” oraz pewna gotowos¢ do postrzegania go jako czgsci catosci
(intuicja niezbgdna do rozumienia utamka).

Interakcyjno$¢ nauczyciel — uczen nawet na poziomie poczatko-
wych klas moze wigc mie¢ rzeczywiscie charakter dwukierunkowy.

I tym razem odwotajmy si¢ do przykltadu z zaje¢ matematycznych
z klasy drugiej. Uczniowie szukali wszystkich iloczynéw, za pomoca
ktorych mozna przedstawic¢ liczby: 6, 7, 11, 12. W zadaniu pojawito si¢
réwniez pytanie, co sadza o tych liczbach.

Wykorzystujac te doswiadczenia, nauczycielka po pewnym czasie
podjeta nastgpujacy dialog:

N: Dlaczego tak jest, ze niektore liczby mozna w postaci
iloczynow przedstawic¢, a 11, chociaz tak blisko 12, zachowuje si¢
inaczej?

U1: Dlatego, bo to sq nieparzyste.

Intuicja ucznia podpowiada mu prawidtowy kierunek myslenia,
cho¢ nie jest on do konca prawdziwy. Nauczyciel nie zanegowal jego
wypowiedzi, starajac si¢ jednak zwr6ci¢ uwage uczniow na inne cechy
okreslajace liczby pierwsze.
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N: Swietnie, czyli uwazacie, ze liczby nieparzyste ,,gorsze” sq
do takiego przedstawiania?

U2: Tak.

U3: Ja chcialbym powiedzieé... dlatego, ze jak jest na przykiad
8, to da sie podzieli¢ na dwie czworki na przyklad, jak jest 11, to nie
da sie.

N: 4 czy 15, to jest liczba parzysta czy nieparzysta?
U4: Nieparzysta.

N: A4 czy da sie inaczej niz 11 przedstawi¢? Poszukajcie.
U4: 3 razy 5 to jest 15.

N: Aha, to znaczy, ze sq pewne liczby nieparzyste, ktore si¢
dadzq jeszcze inaczej przedstawié, prawda? A czy ktos z was
potrafilby podac jeszcze jednq takq liczbe, ktora sie nie da
przedstawic inaczej, jak tylko ta liczba razy 1 albo 1 razy ta liczba?

Us: 172

N: Dobrze Kacper pomysilat? Jak myslicie, czy Kacper ma
racje?
UUU: Tak.
Nauczycielka starata sig¢ caly czas tak prowadzi¢ rozmowe, zeby
uczniowie sami oceniali poprawnos¢ wilasnych pomystow. Zachecata
réwniez do wyszukiwania innych liczb pierwszych, nie definiujac ich, ani

nie nazywajac. Jednoczeénie starata si¢ kierowaé mysleniem dzieci w taki
sposob, aby mialy okazje do tworzenia intuicji liczb pierwszych.

N: Takie liczby, ktore wlasnie nie dadzq sie przedstawic inaczej,
nazywajq sie... Moze wiecie jak?

u7: 19.
U8: Nieparzyste.

N: Owszem, w pewnym zakresie, ale pamietasz, ze 15 taka nie
byla.

U8 [poprawia sig]: Niektore tylko.

U9: Jeszcze liczba 1.

N: 4 na ile sposobow da sie jq przedstawic?
U9: I razy 1.

N: Dobrze, a ten drugi sposob?
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U9: 1 razy... Jeden tylko.
N: Tak. Liczba 1 da sie przedstawic¢ tylko na jeden sposob.

U10: Jeszcze chciatam powiedzied, ze 2 da sie tak przedstawic.
2razy 1il razy?2.

N: Swietnie. Macie ciekawe przemyslenia o tych liczbach.

Nauczycielka w trakcie rozmowy z uczniami odwotywala si¢ do ich
doswiadczen osobistych z poczatku lekcji, starajac si¢, aby droga elimi-
nacji uczniowie sami probowali tworzy¢ zbior liczb, ktéremu samodzielnie
réwniez nadaja okre$lone cechy. Uczniowie w koncu nie ustyszeli nazwy
,liczby pierwsze”. Nie bylo to wazne. Najistotniejsza byla ich $wiado-
mos¢, ze sa liczby o pewnej wlasnosci, ktore tworza okreslona kategorig.
Nazwa jest juz kwestia umowna. Z punktu widzenia dziecigcego roz-
wijania mys$lenia matematycznego nazwa ma mniejsze znaczenie, choé
oczywiscie dziecko powinno w koncu ja poznac. Jednak proces klasyfiko-
wania liczb i badania ich cech jest osobistym wytworem kazdego umyshu,
nadajacym znaczenie nazwie. OkreSlenie bez tych znaczen jest tylko
pustym slowem, nieprzydatna wiedza.

Na przywotanych zajgciach matematycznych dzieci mogly sobie
uswiadamia¢ wlasna wiedze¢ dzigki autentycznej rozmowie o przeprowa-
dzonych przez uczniéw badaniach na liczbach. Bylo to zupehlie inne
doswiadczenie poznawcze, niz stuchanie i zapisywanie przekazywanej
przez nauczyciela definicji, na przyktad liczby pierwszej.

Pozorna dialogowo$¢ natomiast przedstawiona jest w innym przy-
ktadzie z zaobserwowanych zaje¢ w klasie trzeciej. Nauczycielka chciata
wprowadzi¢ sytuacj¢ nietypowa zwigzang z proba odwotania si¢ do wiedzy
uczniow. Jednak sposob prowadzenia ,,rozmowy” zniweczyl potencjat
tworczej aktywnosci tych ostatnich

N: Przechodzimy do tresci matematycznych. Pobawimy sie¢
W ministrow finansow.

Ul: Minister ma od tego ludzi.
N: Jedrek nie jestes ministrem, nie masz 18 lat.
Po zakonczeniu ¢wiczenia:

N: Kto juz skonczyt? Pospieszcie sie ministrowie. Kazdy
minister ma swojego ksiegowego. Waszym ksiegowym bedzie kolega

z lawki. Kto moze by¢ ministrem finansow — nie popetnit bledu?
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Na lekcjach matematyki w klasach najmtodszych trudno rowniez
zaobserwowaé sytuacje, w ktorych uczniowie dyskutuja migdzy soba,
szczegoblnie, jesli dzieje si¢ to poza pelna kontrola nauczyciela. Interakcje
uczen — uczen sg postrzegane przez nauczycieli dos¢ wasko, najczesciej
jako praca w parach.

Na obserwowanych lekcjach propozycje pracy uczniow w grupach
(pojawiajace si¢ jednostkowo) dotyczyly raczej aktywnosci mato twor-
czej. Uczniowie byli na przyktad proszeni przez nauczyciela o wzajemne
sprawdzenie poprawnosci wykonania obliczen. Innym przyktadem byla
sytuacja, w ktorej nauczyciel prosit dobrego ucznia o wytlumaczenie
jakiego$ zagadnienia stabszemu koledze. Poza tymi propozycjami
nauczyciele pytani o pracg ucznidow na matematyce w matych grupach
najczeséciej odpowiadali: Klasa pierwsza jeszcze tego nie potrafi, Na
matematyce jeszcze nie probowatam; czy wrecz: To sig nie sprawdza, bo
Jedno dziecko robi wszystko, a reszta nic.

Niedostatek mozliwosci dyskutowania na lekcjach matematyki
ogranicza cheg¢ stawiania pytan. Uczen, ktdry nie moze odzywaé sig
niepytany, pozbawiony jest automatycznie prawa do spontanicznego
zadawania pytan. Nierzadka jest sytuacja, gdy nauczyciel ,,gasi” tego
typu proby, kategorycznie stwierdzajac: Ja zadaje pytanie.

Charakterystyczne sa wypowiedzi nauczycieli, ktorzy wspominali,
jak cigezko pracowalo im si¢ na poczatku z ta klasa, poniewaz: Kazdy
uczen ciqgle mial reke w gorze i o co$ chcial zapytac. Teraz —
konstatowali z ulga — wreszcie nauczyly si¢ i juz nie pytajq.

Fakt, ze dzieci przestaly pyta¢, powinien by¢ dla nauczyciela
niepokojacym sygnatem ograniczania potrzeby interakcji ze strony
uczniow oraz ich zmniejszajacego si¢ zainteresowania wiedza. Jest to
wszak rodzaj zachowania obcego prawidlowej rozwojowo aktywnosci
intelektualnej dziecka w tym wieku.

Kiedy mate dziecko zadaje nam pytania wiemy, ze weszlo w okres
samodzielnego analizowania otaczajacej rzeczywistosci. Kazdy rodzic
zna ten okres w zyciu swojego dziecka, gdy ,,zadrgczalo” ono pytaniami
bezustannie. Czas przedszkola jest najbardziej kojarzony z tego rodzaju
aktywnoscia dziecka. JesteSmy wowczas zaskakiwani interesujacymi
poréwnaniami, hipotezami czy prosbami o wyjasnienie.

Pytan (rowniez takich, na ktére nie umiemy odpowiedziec) jest
ogromnie duzo, ale cieszymy sig, ze nasze dziecko tak ciekawie mysli.
Zadawanie pytan przez dzieci przedszkolne to aktywnos¢, ktora rozumie-
my i akceptujemy.
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Wiele jednak wskazuje na to, ze z chwila pojscia do szkoty wytra-
ca ona zdecydowanie caly naped — maly uczen szybko przestaje pytac.

Istotne wigc wydaje si¢ uswiadomienie sobie, dlaczego tak si¢ dzieje.

W powszechnym przekonaniu rozpoczgcie nauki w szkole jest
czesto postrzegane jako koniec dziecinstwa. To wowczas dzieci za-
mieniaja ,,niepowazne” zabawy na ,,prawdziwa”’ naukg. Tak naprawdg
oznacza to koniec ,samowolnych”, interesujacych dziecko pytan.
Kierunek ciekawos$ci uczniowskiej wyznacza teraz nauczyciel i program
nauczania. Wielu siedmiolatkow® przekracza pierwszy raz prog szkoty
z nadzieja na zaspokojenie wlasnej ciekawo$ci oraz na poznanie wielu
fascynujacych zjawisk. Niestety, rowniez wielu z nich mogloby by¢
bohaterami historyjki, ktéra majac nas bawi¢, powinna jednocze$nie
gleboko niepokoié: Jas poszedt pierwszy raz do szkoly niezwykle pod-
ekscytowany. Po powrocie byl nieco markotny i wczesnie polozyl sie
spac. Na drugi dzien rano mama budzi go — wstawaj, musisz is¢ do

szkoly. Jas odpowiedzial — przeciez wczoraj juz tam bytem.

Niektore dzieci jeszcze przez jaki§ czas probuja pytaé o sprawy,
ktore je zaciekawity; tak trudno czasami si¢ powstrzymac... Po pewnym

czasie juz wiedza, ze pani tego nie lubi.

Przytoczg¢ stowa jednej z nauczycielek, w jej przekonaniu dowo-
dzace profesjonalizmu: Aczkolwiek najbardziej przeszkadzato mi to, zZe
zanim zdaqzytam dostownie otworzyé dziennik, to dzieci zadawaly kazde
z osobna tysiqce pytan: a co dzisiaj bedzie na lekcji? A czy sprawdzi
pani prace domowq? A czy to czy tamto? Mysle, ze najwiekszy sukces
pedagogiczny to to, ze nauczyly sie troszeczke dyscypliny. Wiedzq, ze jest
czas, zeby sie odezwac. Powstaje pytanie, czy uczen wie, kiedy jest taki

czas, jesli zawsze decyduje o tym nauczyciel.

Dzieci w szkole sa wigc za pomoca specjalnych zabiegow
pedagogicznych ,,oduczane” zadawania pytan. W efekcie kilkuletniego
treningu przestaja pytaé o interesujace je zjawiska, a moze nawet
przestaja je zauwazac. Niemozno$¢ zadawania pytan jest jedna z przy-
czyn generowania biernosci poznawczej uczniow.

Obserwacje zaje¢ w klasach trzecich ukazuja dramatyczny efekt

procesu ,,dyscyplinowania” uczniéw. Na lekcji zadaje pytania przede

wszystkim nauczyciel (gldwnie, jak wezesniej wspomniano, sa to pytania

4 Za chwile, zgodnie z rozporzadzeniem MEN, beda to szesciolatki.
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sprawdzajace wiedz¢ uczniow). Ponowne odwotanie do obserwacji lekcji
prowadzonych w ramach badan w 2008 roku pomoze zilustrowac tg tezg.

Obserwowano wowczas migdzy innymi 1468 minut zaje¢ mate-
matycznych. W tym czasie udato si¢ zarejestrowaé 232 razy sytuacje,
w ktorej uczniowie kierowali do nauczyciela pytanie. Nalezaty one do

jednej z trzech kategorii:

1. Pytania organizacyjne
2. Pytania o wyjasnienie, uzasadnienie

3. Pytania inne — merytoryczne

Pytania o charakterze organizacyjnym byty powszechnie akcepto-
wane przez nauczycieli. Ujawniaja one podporzadkowanie si¢ uczniow
procedurom ustalonym przez nauczyciela. Wskazuja rowniez na catko-
wite uzaleznienie od decyzji nauczyciela w zakresie drobnych i mato

istotnych czynnosci lekcyjnych:

Ponizej przyktady takich pytan:
Jaki jest temat?
Lekcje zapisac?
Czy bedzie potrzebne éwiczenie do polskiego?
A mamy ksiqzki schowac?
A jak sie juz przepisato?
Prosze Pani, a jak skonczylo sie pigte?
A teraz co mamy robic¢?
Prosze Pani, tu wpisac?
A jak piszemy te zdania, to piszemy od nowej linijki?
Prosze Pani, tutaj wynik?
Prosze Pani, gdzie sie podpisujemy?
Wpisujemy tutaj, czy nie wpisujemy?
A to mozna pokolorowaé pisakami?
Czy moge zatemperowac kredke?

Pytania zaliczane do drugiej kategorii (pytania o wyjasnienie,
uzasadnienie) dotyczyly zagadnien i tresci zwiazanych z tematem lekcji.
Przyktady zadawanych wowczas pytan odstaniaja potrzebe uzyskania

wiedzy na ten temat.

107



U: 4 ja mam jednq waqipliwos¢: co jest wieksze od ztotego?
N: Sq tylko zlote i grosze.

U: A dlaczego nie ma brgqzowych i srebrnych?

N: Tak ustalono.

Trzecia grupa pytan zadawanych przez uczniéw to inne — meryto-
ryczne, a wigc odpowiadajace tematowi lekcji. Przyktadowe pytania z tej
grupy:

Mianownik to jest to na dole, tak?

A jak obliczy¢ 1/6 doby?

Niepokojacy jest wniosek, ze zajgcia matematyczne okazuja si¢
w szczegblny sposob hamowaé uczniowska potrzebg zadawania pytan.
W trakcie obserwowanych zaje¢ jedno pytanie (dowolnego rodzaju)

pojawiato si¢ raz na 6 minut.

Badani trzecioklasisci pytali zdecydowanie najczgsciej o sprawy
organizacyjne. Na obserwowanych zajgciach pojawito si¢ 186 pytan tego
typu z czgstotliwoscia jedno pytanie $rednio co (niespelna) 8 minut.
W czasie 45-minutowych zajeé pytanie organizacyjne zadaje wigc

5 ucznidow.

Sytuacja, w ktorej uczniowie prosza nauczyciela o uzasadnienie
czy wyjasnienie, zdarzata si¢ zdecydowanie rzadziej. Na obserwowanych
zajeciach jedynie 15 razy padto pytanie tego rodzaju. Srednio dziato sig
to raz na 98 minut. Praktycznie byt to jeden uczen w klasie na dwie
godziny lekcyjne. Wynik taki budzi niepokdj, szczegoélnie, ze czgsc
z tych pytan spotkata si¢ z dos¢ zdawkowa reakcja nauczyciela (jak

w przytoczonym wczesniej przyktadzie pytania ucznia o zlote i grosze).

Pytania inne, ale zwiazane z tematem lekcji, pojawiaty si¢ §rednio
raz na 47 minut, co wskazuje, ze jeden uczen zadawatl w czasie peinej

godziny lekcyjnej jedno pytanie dotyczace tresci przerabianych w klasie.
Whioski z obserwowanych zaj¢¢ sa trudne do zaakceptowania:
Badani uczniowie klasy trzeciej nie pytaja, aby zdoby¢ wiedzg.
Pytaja (jesli w ogole), aby skrupulatnie wykona¢ zadanie, szczegélnie
w aspekcie organizacyjno-porzadkowym. Nie ucza si¢ zadawania pytan,
nie probuja dociekaé, jesli co$ ich zainteresuje, nie postrzegaja swoich

nauczycieli jako Zrodta wiedzy.
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Na obserwowanych zajgciach nie pojawily si¢ wyrazne sygnaty
nauczyciela premiujace interesujace poznawczo pytania uczniéw. Nie
pojawity si¢ odpowiedzi zachgcajace ucznia do dyskusji. Nie pojawily
si¢ odpowiedzi odsytajace ucznia do samodzielnych poszukiwan
intelektualnych.

Uczniowie zostali skutecznie ,,zdyscyplinowani”. A moze zniewoleni?
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Uczniowie w klasach poczqtkowych nie umiejq jeszcze
argumentowad

Mit wyrazony w powyzszym stwierdzeniu znajduje swoje zrodto
W postrzeganiu myslenia koncepcyjnego mtodszych uczniow w sposdb
nieco ograniczony. Aktywnos¢ tworcza tak matych dzieci moze, zdaniem
wielu nauczycieli, przejawia¢ si¢ jedynie w kontekscie dziatan o charak-
terze artystycznym. Nauczycielskie propozycje generujace dziecigca
tworczos$¢ intelektualng ograniczaja si¢ wigc najczesciej do prac plas-
tycznych. Bywaja zwiazane z edukacja jezykowa, najrzadziej jednak
stanowia przestrzen kreowania tworczego myslenia matematycznego
uczniow.

Uzasadnianie i argumentowanie naleza do czynnosci intelektual-
nych, dla ktorych aspekt samodzielnosci myslenia wydaje si¢ kluczowy.
Wskazane kompetencje kojarza si¢ rowniez z pewna dojrzatoécia
intelektualna, ktérej w potocznym mniemaniu, brakuje jeszcze najmtod-
szym uczniom. Jest to, by¢ moze kulturowo uwarunkowany zwiazek
z nadal popularna koncepcja wychowania instytucjonalnego w naszym
kraju. Dzieci najcze$ciej nie pyta si¢ o zdanie, w przekonaniu, ze wiedza
one tak niewiele. Nieuprawniony sad o infantylnosci dziecigcego
myslenia zniechgca dorostych do dyskusji z dzie¢mi, motywowania ich
do rzeczowej obrony wiasnego zdania.

Ponizej jeden z codziennych przyktadow hamujacej reakcji
nauczyciela, gdy uczen probowal by¢ konsekwentny w swoich prze-
konaniach.

Nauczycielka oczekiwata na stwierdzenie uczniow, ze najwigk-
szym przyjacielem kazdego z nich jest ksiazka. Jeden z chlopcow
zaprzeczyl wskazujac, ze najwigkszym przyjacielem jest jego pies.
Nauczycielka natychmiast starata si¢ zdyskredytowac opini¢ ucznia.

N: Dobrze, to teraz ci cos powiem. W twoim pojeciu powstato cos
takiego: bardziej kochasz psa, lubisz go, on jest twoim przyjacielem...,
cenisz pieska jako wielkiego przyjaciela. A ksiqzka jest tak jakby na
drugim miejscu, poniewaz ... Adrian, czy malo czytasz? Szczerze... Aha,
no wiasnie. Dlatego u ciebie w glowie nie rodzi sie taki pomyst, ze
ksiqzka jest przyjacielem. Kochani, to jest ta tolerancja, o ktorej wam
zawsze mowie.

Sktaniajac ucznia do wyznania, ze mato czyta, ukazala przyczyng
odmiennosci jego zdania w kontek$cie niewlasciwego, z jej punktu
widzenia, stosunku do czytania ksiazek. W efekcie mozna odnies¢
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wrazenie, ze ,,ulomne” przekonanie ucznia zostalo przyjete jedynie
dlatego, zeby nie robi¢ mu przykrosci.

Brak akceptacji nauczycieli dla osobistego punktu widzenia
uczniow okazuje si¢ szczegoélnie intensywny w przypadku znaczen
matematycznych. Przekonanie, ze uczen poznaje pojgcie matematyczne
dopiero wowczas, gdy jest ono wprowadzane na lekcji, determinuje
okreslone skutki mentalne wielu nauczycieli. Przyjmuja a priori zato-
zenie, ze najmtodsi uczniowie mysla dopiero wtedy, gdy dowiedza sig,
jak maja mysle¢.

Na jednej z obserwowanych lekcji w klasie trzeciej nauczycielka
wprowadzata utamek o wartosci %2, polecajac dzieciom zamalowanie na
przygotowanych rysunkach potéwek réznych figur.

N: To jak powiemy? Jakq czes¢ zamalowaliscie?
U: Dwie czwarte.

N: Bartek! Co ty wymyslasz? Skad ty to wzigles, jesli nie byto

Jeszcze tego na lekcji?

Reakcja nauczycielki odstania rowniez niepokdj o rodzaj wiedzy
ucznia, ktorej pochodzenie wymyka si¢ jej kontroli.

Infantylizowanie mozliwosci najmtodszych uczniéw w zakresie
matematycznego myslenia koncepcyjnego jest by¢ moze najwicksza
przyczyna nieobecnosci na lekcjach zadan wyzwalajacych myslenie
tworcze oraz inspirujacych uczniow do uzasadniania wlasnego stanowiska.

Przyktadem takiego problemu matematycznego sa zadania juz
przywolanego wczesniej typu®®. Tak sformulowane zadania pozwalaja
przyjrze¢ si¢ sytuacji, w ktorej dziecko ma do czynienia z nowym
poznawczo problemem. W konfrontacji z zagadnieniem, do ktérego nie
moze ,,dopasowac” gotowego schematu rozwiazania, uruchamia proces
badawczy. Konstrukcja zadan-probleméw pozwala na zauwazenie przez
ucznia prawidlowosci matematycznych, ktore buduja nowa wiedzg.
W ostatnim etapie zadania dziecko ma okazj¢ do pokazania, w jaki
sposOb ja wykorzystato, przedstawiajac uzasadnienie dla wybranego
sposobu postgpowania.

Argumentacje przytaczane przez poszczegélnych uczniéw rdznia
si¢ poziomem uzywania jgzyka, precyzji uzasadniania oraz myslenia
matematycznego. W przywotywanym juz zadaniu o budowaniu bram
z klockéw ostatni podpunkt odwotywat si¢ do umiejetnosci opisania

4 Por. rozdzial: Uczen umie tylko to, co bylo przerabiane w szkole.
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przez ucznidow, jaka strategi¢ zastosowali do obliczenia kolejnych se-
kwencji bram.

b) Jak mozna szybko ustali¢, ile klockéw potrzeba, gdy si¢ buduje
takie bramy? Opisz, jak Ty to robisz.

Autor ponizszego opisu postuguje si¢ jezykiem potocznym, ale
w sposob czytelny formutuje wlasne postgpowanie obliczeniowe.
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W kolejnym przyktadzie uczen uzasadnia swoje rozumowanie,
odwolujac si¢ do propozycji konkretnych dziatan mnozenia ilustrujacych,
w jaki sposob obliczat. Pomimo sformutowania ogélniejszej strategii, nie
mial pewnoS$ci, ze stanowi ona wystarczajace wyjasnienie, podal wigc
dodatkowe przyklady ilustrujace jego pomyst. Opisujac sposob po-
stgpowania uzmystowit sobie, jakie dziatania pozwolity mu odkry¢
prawidtowos¢.

b) Jak mozna szybko ustali, ile klockéw potrzeba, gdy sie buduje takie bramy?
Opisz, jak Ty to robisz.
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Autor nastgpnego opisu ujawnia juz t¢ pewnosc¢, ukazujac rozumie-
nie podanego uzasadnienia na poziomie uogdlnionym. Miat on réwniez
swiadomos¢ wiedzy uzyskanej w konfrontacji z tym problemem, tworzac

rodzaj ogolnej definicji.

b) Jak mozna szybko ustali¢, ile klock6w potrzeba, gdy si¢ buduje takie bramy?
Opisz, jak Ty to robisz.
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Dwa ostatnie przypadki pokazuja spontanicznie tworzone zapisy
w jezyku symboli matematycznych. Obaj uczniowie wybrali ten sposob,
uznajac (by¢ moze) jego wigksza przydatno$¢ do precyzyjnego przeka-
zania wlasnego pomystu.

Autor pierwszego z nich probuje zapisa¢ za pomoca grafu operacje
obliczania liczby klockoéw potrzebnych do budowy kolejnych bram.
Zapis nie jest do konca jasny, ale ujmuje pewng elegancja matematyczna.

b) Jak mozna szybko ustali¢, ile klockéw potrzeba, gdy si¢ buduje takie bramy?
Opisz, jak Ty to robisz.
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Drugi uczen postuzyt si¢ jezykiem matematycznym w sposob nie-
zwykle dojrzaty, formutujac wlasciwie wyrazenie algebraiczne i opisujac
doktadnie, co oznaczaja niewiadome w jego wzorze.
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b) Jak mozna szybko ustali¢, ile klockow potrzeba, gdy si¢ buduje takie bramy?
Opisz, jak Ty to robisz.
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Nieco inny rodzaj badan prowadzili uczniowie rozwiazujacy kolej-
ne zadanie—problem. Zastanawiali si¢ tu, jak zmieniaja si¢ sekwencje
dziatan liczbowych, probujac opisywac, w jaki sposob wykorzystali
zauwazone prawidlowosci.

a) Przyjrzyj si¢ uwaznie tej serii obliczen. Zbudowano ja
zgodnie z pewn3a regula.

Odgadnij, jaka to regula. Dopisz dwa kolejne dzialania

z tej serii.
1+2+3= 6
2+3+4=9
3+4+5=12
44+5+6=15

¢) Opisz, w jaki spos6b mozna odgadna¢, jak wyglada 32
dzialanie z tej serii.

Prawie 40% (39,5%) badanych uczniow poprawnie podalo trzy-
dzieste drugie dzialanie. Odsetek stanowi catkiem pokazna liczbg
trzecioklasistow, ktorzy w nowej poznawczo sytuacji skorzystali z samo-
dzielnego myslenia o problemie i zauwazyli prawidlowosci zawarte
w kolejnych sekwencjach liczb. Duzo trudniejsza sztuka dla uczniow
okazaly si¢ proby wyjasnienia, w jaki sposob mysleli, szukajac tego
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dziatania. W ostatnim podpunkcie jedynie niespelna co piaty uczen
(19,4%) podat sensowny argument.

Przytaczane ponizej przyktady argumentowania dziecigcego odsta-
niaja rézne poziomy precyzji opisu, cho¢ w wigkszos$ci z nich dostrzega-
my poprawno$¢ myslenia.

Jako pierwszy przywolany zostat przyklad, w ktérym uczen,
pomimo znalezienia trzydziestego drugiego dzialania nie potrafil
uswiadomic¢ sobie, ze w jaki$ sposob znalazt to dziatanie. Sformutowanie
Jak wyglada” odwrocilo jego uwage od prawidlowosci, kierujac w stro-
n¢ dostownego rozumienia. Sposdb argumentowania odstonit, w jaki
sposoOb uczen odwotat si¢ do wezesniejszej wiedzy. Uznal, Ze najbardziej
zblizonym do rozwiazania ,szkolnego” begdzie wymyslenie takiego
dziatania, w ktorym liczba 32 bedzie miata ,,gtdéwna rolg”.

b) A jak bedzie wygladato 32 dziatanie z tej serii? Zapisz je.

Y2822,

¢) Opisz, w jaki sposob mozna odgadna¢, jak wyglada 32 dzialanie z tej serii.
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Autor nastgpnego uzasadnienia juz zupehie inaczej poradzit sobie
z odpowiedzia. Widoczna jest sensowno$¢ jego myslenia, cho¢ nie
sprecyzowal doktadnie, w jaki sposob powstalo cate dziatanie, a co wig-
cej, gdyby go wczesniej nie zapisal, wyjasnienie znaczyloby zupetnie co
innego (raczej myslelibySmy o takim dziataniu: 7+ 8 + ... + 32).
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b) A jak bedzie wygladato 32 dziatanie z tej serii? Zapisz je.
2AaBR3h=83.

c) Opisz, w jaki spos6b mozna odgadnag, jak wyglada 32 dzialanie z tej serii.
[ I
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Podobny poziom precyzji myslenia dostrzegalny jest w nastgpnym
przyktadzie, w ktorym uczen wyjasnial swoje rozumowanie, skupiajac
si¢ na fakcie zwigkszania si¢ pierwszej liczby w kazdej kolejnej sek-

wengcji liczbowe;j.

c) Opisz, w jaki sposob mozna odgadnaé, jak wyglada 32 dziatanie z tej serii.
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Inny uczen analizowal zauwazone prawidlowosci, doktadniej wy-
jasniajac wlasne postgpowanie. Opis podany stowami nabral tu juz
bardziej zwigzlego charakteru (zblizonego do jezyka matematycznego).

¢) Opisz, w jaki sposob mozna odgadnag, jak wyglada 32 dzialanie z tej serii.
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Dwa kolejne przyklady pokazuja bardzo udana probg laczenia
stownego wyjasnienia z jezykiem symboli matematycznych. Ich precyzja
jest imponujaca i pokazuje dziecigca gotowos$¢ nie tylko do uswia-
damiania sobie wlasnej strategii postgpowania, ale rdwniez potrzebe
poshugiwania si¢ jgzykiem matematycznym.
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c) Opisz, w jaki sposob mozna odgadnag, jak wyglada 32 dziatanie z tej serii.
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c) Opisz, w jaki sposéb mozna odgadnag, jak wyglada 32 dziatanie z tej serii.
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Umiejetno$¢ uzasadniania, argumentowania jest kompetencja
istotng w Zyciu jednostki, a w przypadku rozumienia poj¢é matema-
tycznych ma znaczenie szczegélne. Konieczno$¢ wyjasniania sposobu
postgpowania przez ucznia, wspomaga budowanie jgzyka matematycz-
nego, ukazujac jego uzyteczno$¢ i ekonomiczny charakter. Uczniowie
maja okazj¢ przekona¢ sig, ze wyrazanie wlasnych mysli za pomoca
symboli matematycznych jest bardziej precyzyjne niz za pomoca j¢zyka
stow. Wazne jest rowniez, ze pojecia matematyczne nabieraja wowczas
osobistego charakteru, a ich uzywanie staje si¢ bardziej naturalnym
procesem.

Uzasadniajac to przekonanie odwolam si¢ ponownie do tezy
Z. Usiskina, ktory uwaza, ze jgzyka matematyki nie mozna poznawad
jako jezyka martwego, a jego opanowywanie podobne jest do uczenia si¢
kazdego jezyka, ktory nie jest macierzystym: ,,Jak wigkszo§¢ wspotczes-
nych jezykow, matematyka ma posta¢ ustna i pisemna i moze by¢
traktowana zaré6wno formalnie, jak i nieformalnie. Jak kazdy jezyk, stuzy
przede wszystkim do komunikowania i porozumiewania si¢. Jak kazdy
jezyk, nie tylko opisuje pojecia, ale pomaga je formowac i ksztattowad

w umystach jej uzytkownikow™?’.

47 7. Usiskin (thumaczenie W. Zawadowski), Matematyka jako..., dz. cyt., s. 21.
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Dziecigce uzasadnienie i argumentowanie moze stanowi¢ dosko-
naly material dla nauczyciela do rozpoznawania, jak uczen rozumuje.
Sposob argumentowania odstania jakos$¢ jego reprezentacji matematycz-
nych i poziom myslenia.

Zupelie odmiennie przebiega proces wyjasniania, gdy pytamy
dziecko o strategig rozwiazywania zadania, ktorego model matematyczny
byt wezesniej wprowadzony na lekcji. Uczen uruchamia wowczas przede
wszystkim pamigé, zeby w miar¢ dokladnie powtdrzy¢é wyjasnienia
nauczyciela. Rozmowa ma wowczas bardziej charakter sprawdzania
wiedzy ucznia, niz rozpoznawania jego wiedzy osobistej. Uczen z kolei
nie stara si¢ w sposob tworczy uzywac poje¢ matematycznych, poniewaz
dla osiagnigcia sukcesu (rozumianego tu jako pochwata nauczyciela),
wystarczy powtorzy¢ jego stowa.

Majac wigc na uwadze znaczenie swobodnej ekspresji stownej dla
rozwoju myslenia matematycznego, pozwolmy uczniom juz od poczatku
nauczania w szkole konstruowal wlasne znaczenia matematyczne,
uzasadnia¢ ich poprawnos$¢ (lub nieprawdziwosé), dyskutowac o argu-
mentach innych. Wprowadzanie symboli matematycznych do jgzyka
czynnego, ich precyzowanie oraz konstruowanie coraz wyzszego
poziomu zlozonosci, wspomaga mozliwos¢ werbalizowania wlasnych
pomystoéw i radzenia sobie z problemami matematycznymi.
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PODSUMOWANIE

Nauczanie matematyki w klasach najmtodszych stanowi niezwykle
wazny etap poznawania pojeé, poniewaz wiele z nich zapisuje si¢
w umyS$le po raz pierwszy. Znaczenia nadawane takim pojeciom jak
»iloraz” czy ,przemienno$¢ mnozenia” stanowia nie tylko podstawe
wiedzy matematycznej, ale co rownie wazne, buduja w umyslach
uczniéw rozumienie, na czym polega uczenie si¢ matematyki.
Uczniowie polskiej szkoty wilasnie juz w klasach poczatkowych
zaczynaja dostrzegac (czgsto niesSwiadomie), ze wiedza matematyczna
musi by¢ przez kogo$ dana. W logicznym wnioskowaniu przyjmuja
zatozenie, ze ich poznawanie ma raczej charakter bierny, polegajacy
glownie na zapamigtywaniu, w jaki sposéb mowi i wykonuje dziatania
nauczyciel. Konstruowane przez nich znaczenia sa ograniczone rowniez
dlatego, ze naturalnie pojawiajacym si¢ mechanizmem jest pewien
minimalizm, a uczniowie szybko ucza si¢ stosowa¢ zasadg: zapamigtac
jedynie to, co jest niezbgdne dla otrzymania oceny. Wiedza mate-
matyczna dostgpna w takim modelu edukacyjnym traci kontekst
zaciekawiania oraz satysfakcji z samodzielnego pokonywania trudnosci.

W takich warunkach poznawczych jest prawie niemozliwe, aby
uczniowie mogli w sposob adekwatny do mozliwosci intelektualnych
rozwija¢ myslenie matematyczne. Ten proces wymaga bowiem samo-
dzielnego konstruowania rozumienia poj¢é matematycznych, szczeg6lnie
w poczatkowym okresie szkolnym.

Uczniowie w klasach najmlodszych musza wiec manipulowaé
przedmiotami, samodzielnie zauwaza¢ prawidlowosci zwiazane ze
swoimi dzialaniami oraz podejmowa¢ proby ich wyjas$niania.

Podsumowujac niniejsze rozwazania, zwracam si¢ do nauczycieli,
ktorzy chcieliby zmieni¢ wilasne edukacyjne dziatania w zakresie
nauczania matematyki.

Podejmowanie takich prob moze by¢ bardzo interesujacym
doswiadczeniem pedagogicznym. Zajgcia matematyczne ukierunkowane
na samodzielne odkrycia uczniowskie czgsto nie maja charakteru
,uladzonej” w formie lekcji. Przeciwnie, zdarza si¢ rozgardiasz, gdy
uczniowie pracuja w matych grupach. Bywa, zZe przygotowane na
potrzeby lekcji zadanie okazuje si¢ mniej fascynujace dla ucznidow, niz
sig¢ wezesniej wydawato. Takie sytuacje sa normalne, a ich pojawianie si¢
powinno stanowi¢ powdd do dalszych poszukiwan propozycji mogacych
zainteresowa¢ poznawczo uczniéow. Traktujmy informacj¢ zwrotna od
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uczniéw jako rodzaj rzetelnej recenzji naszych dzialan edukacyjnych.
Zawsze przeciez mozna zrobi¢ co$ lepiej.

Nauczycielu:

- Sprobuj organizowac uczniom zajgcia, w ktorych wykonuja rézne
czynnosci, badajac zalezno$ci (wazenie, budowanie z klockow,
wycinanie, granie w gry logiczne, szukanie prawidtowosci
w zbiorach przedmiotow i wiele innych). Postaraj si¢ znalez¢
w tych czynno$ciach znaczenia matematyczne.

- Sprobuj ustalié, jaka jest rzeczywista wiedza i umiejetnosci
matematyczne kazdego ucznia. Zbadaj, czy nie potrafia wigcej
niz Ci si¢ wydaje.

- Jesli masz w klasie uczniéw o ponadstandardowej wiedzy
matematycznej, pozwo6l im jak najczesciej (najlepiej zawsze)
rozwiazywaé zadania o trudnos$ci adekwatnej do ich poziomu
mys$lenia.

- Sprobuj pyta¢ swoich ucznidw, jak poradziliby sobie z nowa dla
nich sytuacja matematyczna. Sluchaj ich uwaznie i pozwol
dzialaé zgodnie z ich pomystami. Nie ingeruj we wszystkie
proby. Pozwol im samodzielnie przekonaé si¢ o nieprawdziwosci
postawionej hipotezy.

- Rozmawiaj z uczniami o ich pomystach, ograniczajac si¢ przede
wszystkim do pytan typu: Dlaczego tak myslisz? Dlaczego tak
si¢ dzieje? A co by bylo, gdyby...? Autentyczny dialog z uczniem
(ktory nie ma nic wspdlnego z pogadanka) uczy szacunku dla jego
wiedzy, pomystowosci i wysitku poznawczego.

- Nie zdradzaj, co chcesz ustysze¢. Badz zaciekawiony tym, co
uczniowie mowia, a nie jakim jezykiem.

- Sprobuj pozwala¢ na samodzielno$¢ uczniom stabszym. Nie
tlumacz wszystkiego od razu. Nie martw sig, ze ich proby sa tak
niedoskonate. Daj im czas na rozwijanie my$lenia. Lepiej, gdy
beda konstruowac pojgcia matematyczne wolniej ale
samodzielnie, niz gdy dostana gotowy wzor post¢gpowania,
uzalezniajac si¢ coraz bardziej od pomocy nauczyciela.

Podejmowane proby samodzielnych poszukiwan uczniowskich
czgsto moga budzi¢ Twéj niepokodj o ich edukacyjna skutecznosé. Jest
on naturalny. Pamigtaj jednak, ze uczen, ktory nauczy si¢ radzi¢ sobie
w sytuacjach nowych poznawczo (rozwiazywac problemy), lepiej be-
dzie opanowywatl algorytmy, probujac je rozumieé, a nie jedynie
zapamiegtaé.
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